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RESUMO

Este trabalho discute a aplicagdo do calculo da derivada no estudo da funcgéo
polinomial do segundo grau no Ensino Médio, ao defender a viabilidade pedagogica
de introduzir nogodes intuitivas de Calculo Diferencial ainda na educagéo basica. A
partir da Base Nacional Comum Curricular (BNCC), destaca-se que conceitos como
variacao, regularidade, modelagem e analise de fenébmenos podem ser aprofundados
guando se exploram ideias fundamentais de derivada, especialmente no estudo da
taxa de variacdo e na identificacdo de maximos e minimos. O trabalho revisita
elementos histéricos da presenca do calculo no curriculo brasileiro e apresenta
fundamentacéo teorica sobre fungdes quadraticas, derivadas e a Teoria das Situacdes
Didaticas de Brousseau, que orienta a metodologia adotada. Utilizando pressupostos
da Engenharia Didatica, o estudo proposto elaborou e analisou uma sequéncia a luz
da engenharia didatica, quando propds questdes contextualizadas do Ensino Médio
nas quais o calculo diferencial € empregado como ferramenta para interpretar
problemas, otimizar resultados e justificar propriedades conhecidas da fungao
quadratica, como o vértice e o comportamento grafico. Os estudos tedricos propostos
apontam que, a derivada pode atuar como ponte conceitual entre a algebra escolar e
a analise matematica, favorecendo interpretacées mais profundas sobre concavidade,
crescimento, decrescimento e pontos extremos. Conclui-se que a abordagem intuitiva
da derivada, quando apoiada em situacdées significativas, tem potencial para
enriquecer a compreensao matematica dos estudantes, aproximando teoria e pratica
e auxiliando a superar lacunas observadas na transicdo para o ensino superior.

Palavras-chave: Funcao polinomial do segundo grau; Derivada; Calculo diferencial;
Ensino Médio; Engenharia Didatica.



ABSTRACT

This work discusses the application of derivative calculus in the study of the second-
degree polynomial function in High School, advocating for the pedagogical viability of
introducing intuitive notions of Differential Calculus early in basic education. Drawing
upon the Common National Curricular Base (BNCC), it is highlighted that concepts
such as variation, regularity, modeling, and the analysis of phenomena can be
deepened when fundamental ideas of the derivative are explored, especially in the
study of the rate of change and the identification of maximums and minimums. The
work revisits historical elements concerning the presence of calculus in the Brazilian
curriculum and presents a theoretical foundation on quadratic functions, derivatives,
and Brousseau's Theory of Didactic Situations, which guides the adopted
methodology. Utilizing the assumptions of Didactic Engineering, the proposed study
designed and analyzed a sequence in light of didactic engineering, proposing
contextualized High School problems where differential calculus is employed as a tool
to interpret problems, optimize results, and justify known properties of the quadratic
function, such as the vertex and graphical behavior. The proposed theoretical studies
indicate that the derivative can act as a conceptual bridge between school algebra and
mathematical analysis, favoring deeper interpretations of concavity, growth, decrease,
and extreme points. It is concluded that the intuitive approach to the derivative, when
supported by meaningful situations, has the potential to enrich students' mathematical
understanding, bridging theory and practice and helping to overcome gaps observed
in the transition to higher education.

Keywords: Quadratic function; Derivative; Differential calculus; High school
mathematics; Didactical Engineering.
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1. INTRODUCAO
A Matematica, em seus diversos eixos tematicos, pode contribuir para a

compreensao do mundo. No cenario brasileiro, essa relevancia assume um carater
estratégico para a promocado da cidadania e a reducdo de desigualdades
educacionais, sendo a disciplina um pilar central na formacgado basica. Para nortear
esse processo em nivel nacional, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC)
estabelece competéncias fundamentais que visam garantir uma formagao matematica
integral, definindo o que todos os alunos devem aprender independentemente da
regiao em que se encontram.
Organizada nos fundamentos da Base Nacional Comum Curricular (BNCC),
revela-se como uma linguagem essencial para compreender e interagir com o espaco.
O eixo Numeros busca desenvolver o pensamento numérico, fundamental para
interpretar fendmenos do cotidiano. Nele, os estudantes podem aprender a lidar com
diferentes conjuntos numéricos e operagdes, construindo nogbes de
proporcionalidade, equivaléncia e ordem. Esse processo pode ampliar a capacidade
de argumentacdo e analise em situagOes praticas. Além disso, tem potencial de
favorecer a educacéo financeira por meio do estudo de porcentagem, juros e inflagao.
A Algebra, visa desenvolver o pensamento algébrico, essencial para analisar
relagcdes quantitativas e construir modelos que descrevem fend6menos do cotidiano.
Ao identificar padroes, generalizar propriedades e transitar entre representacdes
numeéricas, graficas e simbdlicas, o aluno é capaz de compreender interdependéncia
e variagdo de grandezas. Essa habilidade permite interpretar situagcdes como
crescimento populacional, variagao de precos ou movimento de corpos. Além disso, a
algebra aproxima a matematica do pensamento computacional, com algoritmos e
fluxogramas, oferecendo ferramentas para interpretar a realidade e propor solugoes
praticas.
A Geometria estuda formas, posi¢oes e relagbes no espaco, desenvolvendo
0 pensamento geomeétrico essencial para compreender o mundo fisico e fendbmenos
cotidianos. Ao explorar figuras planas e espaciais, simetrias, congruéncia e
semelhanca, os alunos sdo capazes de aprenderem a argumentar, construir e analisar
relagdes entre elementos geométricos. Essa compreensao permite interpretar e
representar situacdes do cotidiano, como medicoes, construcdes e trajetorias. Assim,
a geometria oferece ferramentas para resolver problemas concretos e interpretar o

espaco e suas relagoes.
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Ja o eixo de Grandezas e Medidas permite compreender o mundo ao estudar
relagbes métricas e quantificar grandezas do cotidiano e da natureza. Ao medir
comprimento, massa, tempo, area e volume, os alunos sao passiveis de aprender a
interpretar fenémenos fisicos, econémicos e sociais. Esse eixo favorece a aplicagao
de algebra e geometria, o desenvolvimento do pensamento critico e a resolugéo de
problemas concretos, como consumo responsavel, escalas cartograficas e analise de
densidade, ampliando a compreensao do espaco e das interacdes ao redor.

Por fim, a Probabilidade e Estatistica permite compreender o mundo ao
analisar dados e lidar com incertezas presentes em fendmenos cotidianos, cientificos
e tecnoldgicos. Estudando coleta, organizacao e representacao de informacoes, os
alunos sao aptos a desenvolverem habilidades para interpretar e comunicar
resultados, avaliar riscos e tomar decisbes fundamentadas. A compreensao de
eventos aleatorios e probabilidade possibilita prever resultados e reconhecer padrdes.
Esse eixo conecta matematica a contextos reais, como pesquisas sociais, econdmicas
e ambientais, ampliando a capacidade critica, a tomada de decisdo consciente € a
compreensao da realidade.

A BNCC destaca, entre seus principios, a importancia de criar condi¢des para
gue os estudantes sejam capazes de desenvolver a capacidade de analisar, modelar
e interpretar fenbmenos por meio da matematica, valorizando nogées como variagao,
constéancia, regularidade e relagdo entre grandezas.

Nesse contexto, a introducao de ideias fundamentais do célculo diferencial no
ensino médio pode potencializar essas competéncias, promovendo uma
compreensao mais profunda sobre as mudangas e os comportamentos das funcgdes.
Ao explorar nogbes como taxa de variagcdo e crescimento de grandezas, o aluno
amplia sua habilidade de observar padroes, fazer previsdes e compreender processos
naturais e sociais, aproximando o aprendizado matematico de situacdes reais e
interdisciplinares. Assim, a riqueza conceitual proposta pela BNCC encontra no
céalculo um campo fértil para a formagao de um pensamento critico, investigativo e
aplicado a realidade.

Nessa perspectiva o calculo diferencial, frequentemente associado ao ensino
superior, tem grande potencial para ser explorado na educacdo basica. Para Avila
(1991), esse conteudo deveria ser inserido ainda na 12 série do ensino médio com um
breve conceito de funcéo, pois € nessa fase da escolaridade que os alunos estudam

funcdes (afim, quadratica, exponencial, logaritmica e modular). Embora temas como
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limites e derivadas sejam tradicionalmente introduzidos em cursos de nivel superior,

sua aplicagcdo em questdes do ensino médio, especialmente em problemas de
otimizacdo e taxas de variagcdo, tem potencial de enriquecer a formagdo dos
estudantes, tornando o aprendizado com mais sentido, relacionado ao contexto social.

Apesar de seu potencial, a proposta de inser¢cdo do calculo no ensino médio
ainda encontra diversos desafios. Segundo Reis (2001), muitos alunos ainda néao
possuem a base conceitual necessaria, como o dominio de func¢des e algebra, para
entender esses conceitos de maneira eficaz. Além disso, muitas vezes esses
conteudos sao apresentados de forma pratica, mas sem a devida base tedrica, o que
compromete a compreensao dos alunos. Com isso levantamos a seguinte questao
que norteara o nosso trabalho: De que maneira a implementacdo de uma sequéncia
didatica, fundamentada na Teoria das Situacbes Didaticas, pode favorecer a
compreensao conceitual e pratica da derivada aplicada ao estudo da funcéo
quadratica no Ensino Médio?

Ultimamente, diversos pesquisadores tém debatido a inser¢do de conteudos
introdutorios de calculo diferencial no ensino médio. Essas discussdes buscam refletir
sobre a viabilidade e a importancia de apresentar nogdes iniciais desse conteudo ja
nessa etapa da educacéao. A intencdo nao € trabalhar as definicbes formais utilizadas
NO ensino superior, mas sim apresentar conceitos basicos e essenciais que possam
contribuir para o desenvolvimento académico e escolar dos estudantes ao final do
ensino médio. Nesse ambito, Junior (2014), enfatiza:

Nao propomos inserir Calculo Diferencial e Integral no Ensino Médio
em sua completude e sim ambientar os estudantes a interagirem de
modo dinamico com ideias que tém o intuito de desenvolver aptiddes
para uma melhor compreensao dos conceitos abordados no estudo
dos limites, derivadas e integral. Propomos um estudo livre de
formalizagdes e muito mais pratico, algo que fuja das técnicas e
priorize a reflexdo dos conceitos por parte dos alunos, familiarizando-
0s com novas simbologias e que desperte a curiosidade nas inumeras
aplicacoes dessa disciplina (Junior, 2014, p. 2).

Segundo o autor, a proposta de abordagem do calculo diferencial e integral no

ensino meédio ndo exige que os estudantes trabalhem com a definicdo formal e precisa
de derivada, como aquela construida rigorosamente a partir do conceito de limite ou
da equacao da reta tangente a um ponto de uma curva.

O objetivo, € proporcionar uma experiéncia de aprendizagem mais intuitiva e
dindmica, na qual os alunos possam explorar os conceitos de variagao, crescimento

e taxas de mudanca de maneira pratica e contextualizada, desenvolvendo
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compreensao profunda sobre o comportamento das fungdes e sua aplicabilidade em
situacoes reais, sem se prender a formalismos matematicos complexos. Dessa forma,
a disciplina pode se tornar mais acessivel e estimulante, despertando a curiosidade
natural dos estudantes e aproximando-os do pensamento matematico avancado de
forma significativa e envolvente.

Em entrevista ao Blog (2019), o professor Nilson José Machado, da Faculdade
de Educacao da Universidade de S&o Paulo, apontou diversas falhas no ensino de
Calculo no nivel superior. Segundo ele, a melhor forma de enfrentar esse problema
seria iniciar o contato com os conceitos fundamentais ainda no ensino médio,
utilizando fungdes simples principalmente as polinomiais para apresentar as ideias
centrais do calculo. Embora a BNCC nao estabeleca o ensino de calculo como
obrigatdrio no ensino médio, ela destaca a importancia de trabalhar conceitos, como
variagado e constancia, certeza e incerteza, movimento e posicao, além de relacdes e
inter-relagoes.

Corroboramos com os autores Ronaldo da Silva Busse, UERJ/USS e Flavia
dos Santos Soares, IST(FAETEC)/USS que citam que, no campo da matematica,
dados de avaliagdes institucionais como o SAEB (Sistema Nacional de Avaliagdo da
Educacao Basica) e o ENEM (Exame Nacional do Ensino Médio), ambos organizados
pelo Governo Federal, indicam que muitos estudantes concluem o ensino médio com
dificuldades em compreender e aplicar conceitos e procedimentos essenciais, como
0 uso de numeros reais, a interpretacao de graficos e tabelas, entre outros.

Essa crise é explicitada nos resultados do SAEB de 2023, que, conforme
reportado pela Tribuna de Minas, apontam que apenas 5% dos estudantes que
concluiram o ensino médio alcangaram um nivel de aprendizado adequado em
matematica, um indice critico mantido em relacdo ao ano de 2021. O quadro se
agrava ao demonstrar que 59% desses estudantes estdo classificados no nivel
"insuficiente" da escala de proficiéncia na disciplina.

Ao ingressarem no ensino superior, esses estudantes se deparam com a
disciplina obrigatéria de calculo diferencial em diversos cursos de multiplas areas, que,
conforme pesquisas do Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais
(INEP), apresenta elevados indices de reprovacgao.

Desse modo, a escolha do objeto para a investigagao emergiu a partir de
experiéncias e vivéncias desenvolvidas no componente curricular da area de célculo

no curso de Licenciatura em Matematica da UNEB, campus Il de Alagoinhas. Durante
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0 curso, despertou o interesse e apreco pelo conteudo, obtendo bom desempenho
académico, onde atuei como monitor voluntario de Calculo Il, componente que possui
a proposta de estudar integrais de fun¢gdes de uma variavel. Esse processo despertou
a curiosidade sobre maneiras de aproximar os conceitos de calculo para o ensino
basico, considerando que tais conteudos ja foram abordados no contexto da educacéao
basica, em particular no terceiro ano do ensino médio.

Desse modo, a possibilidade de integrar conceitos de calculo ao ensino da
funcdo polinomial do segundo grau pode ser capaz de oferecer uma riqueza de
experiéncias matematicas que vai além da mera resolucao de exercicios. Mesmo que
a derivada seja formalmente estudada no ensino superior, o professor pode utiliza-la
como ferramenta visual e intuitiva para explorar comportamentos de fungdes, como
crescimento, decrescimento, concavidade e pontos de inflexao, proporcionando aos
alunos a percepcao de padrdes e regularidades.

Essa abordagem tem condi¢cées de permitir que conceitos abstratos sejam
compreendidos por meio de representacdes graficas, simulagdes e experimentagoes,
podendo tornar a matematica mais concreta e proxima da realidade do estudante.
Além disso, essa pratica pode estimular a curiosidade, promover o pensamento critico
e a capacidade de argumentagao.

Ao explorar visualmente as relagdes entre coeficientes, raizes e vértice de uma
parabola, os alunos podem passar a enxergar a fungdo como um objeto que modela
fendmenos e situagdes do cotidiano, conectando o estudo académico a experiéncias
praticas e estimulando a reflexao sobre a aplicabilidade do conhecimento matematico
em diferentes contextos.

Este trabalho tem como objetivo geral, analisar as contribuicbes de uma
sequéncia didatica voltada ao estudo da derivada na fungéo polinomial do segundo
grau, avaliando seu potencial para a resolucao de problemas de otimizagao no Ensino
Médio. Especificamente, discutir o conceito do calculo da derivada. Mostrar a
aplicacdo de métodos e técnicas em resolucado de questées. Mostrar a aplicacdo de
métodos e técnicas em situagdes problemas.

No segundo capitulo, apresenta a fundamentacgéo teoérica que sustenta esta
pesquisa. A literatura confirma a eficacia de uma abordagem contextualizada e
interdisciplinar, especialmente com a fisica. A fundamentacgéao tedrica é estruturada
em trés pilares, a revisao detalhada da funcédo quadratica, a introducdo do conceito
de derivada, e o referencial pedagogico da Teoria das Situagdes Didaticas (TSD) de
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Brousseau. A TSD guiara a metodologia, focando na constru¢cdo de situacoes
adidaticas para que os alunos produzam e, posteriormente, formalizem o
conhecimento da derivada como uma necessidade l6gica de otimizagao.

No terceiro capitulo, apresentamos a aplicacdo da derivada no estudo da
funcao polinomial do segundo grau, destacando como o calculo diferencial pode
enriquecer a compreensao de problemas tipicos do ensino médio. A partir de questdes
contextualizadas, mostra-se que maximos, minimos e taxas de variagao podem ser
determinados por meio da analise da reta tangente, cujo coeficiente angular é dado
pela derivada. A justificativa para derivar e igualar a zero é desenvolvida de forma
conceitual, relacionando a inclinagdo nula ao vértice da parabola. Assim, o capitulo
evidencia a relevancia pedagdgica e pratica do calculo na resolucdo de situagdes
reais.

Nas consideracgdes finais, trazemos elementos que justificam a reinsergao da
derivada no ensino médio como uma possibilidade na resolucdo de problemas, de
modo a enriquecer a compreensao da funcdo quadratica. O estudo, pautado em
pressupostos da Engenharia Didatica (Analise A Priori), demonstrou que a derivada
pode atuar como um recurso intuitivo para interpretar a taxa de variagdo, o
comportamento grafico e a otimizacdo em problemas reais (maximos € minimos),
alinhando-se a BNCC. Essa abordagem nao visa antecipar o formalismo universitario,
mas sim promover um salto qualitativo na leitura critica de fenbmenos e na
modelagem matematica. A derivada atua como uma ponte conceitual entre algebra e
analise, preparando o estudante e mitigando lacunas na transi¢do para o ensino
superior.

2. FUNDAMENTAGAO TEORICA

Neste capitulo apontamos caminhos para a viabilidade e pertinéncia da
introducdo da derivada no ensino médio, visando superar a lacuna para o ensino
superior, como evidenciado pelo historico curricular e altos indices de reprovacao em
célculo. O arcaboucgo teodrico se estrutura em trés pilares, a fungdo quadratica, a
derivada, apresentada de forma intuitiva como a ferramenta de taxa de variagcédo
instantanea, o estudo para extremos e a Teoria das Situagées Didaticas (TSD) de
Brousseau.

A presente pesquisa aborda a viabilidade e pertinéncia da inser¢édo do calculo
diferencial no ensino médio, visando superar a lacuna formativa que dificulta a

transicdo dos alunos para o ensino superior (Silva, 2024). Historicamente presente no
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curriculo (Carvalho, 1996), o Calculo hoje é defendido pela literatura como uma
ferramenta essencial para a fundamentagdo conceitual, a aplicagdo pratica e a
interdisciplinaridade com a fisica (Avila, 1991; Busse e Soares, 2007). Experiéncias
demonstram que a abordagem intuitiva e contextualizada é eficaz (Pereira et al.,
2018).

Este capitulo estabelece a teoria necessaria para a proposta metodologica,
funcao quadratica, revisdo de sua estrutura e propriedades (lezzi e Murakami, 2013).
Derivada, apresentacdo como ferramenta de fundamentacdo para o rigor dos
conceitos de maximo e minimo (Flemming e Gongalves, 2006). Teoria das Situag¢des
Didaticas, referencial de Brousseau (2008) que guiara a constru¢do das atividades,
focando na institucionalizagao do conhecimento da derivada como necessidade logica
para a otimizacao.

A discussao sobre a insercdo do calculo diferencial no ensino médio tem
ganhado espaco nos ultimos anos, especialmente em funcdo das lacunas observadas
na transi¢cao dos estudantes para o ensino superior. Silva (2024) aponta que a falta
de contato prévio com temas como limites e derivadas durante o ensino médio esta
entre os fatores que mais contribuem para as dificuldades enfrentadas por estudantes
NOS cursos universitarios da area de exatas. Consoante a Faria e Godoy (2012)

Estreitar as relagdes entre as disciplinas do ciclo basico e
profissionalizante, pode ser uma forma de motivar a apreensao dos
conhecimentos, que muitas vezes podem parecer supérfluos e sem
aplicagbes para o seu desenvolvimento do curso e na carreira
profissional (Faria; Godoy, 2012, p. 125).

Diversas experiéncias descritas na literatura mostram que a introducéo do

Calculo de forma contextualizada, mesmo que sem o rigor formal exigido no ensino
superior, pode ser bastante eficaz. Pereira et al. (2018), por exemplo, desenvolveram
uma proposta didatica aplicada em Institutos Federais que demonstrou resultados
positivos na compreensao de conceitos matematicos e fisicos por parte dos alunos.
Através de atividades exploratorias, esses estudantes conseguiram aplicar no¢cdes de
derivadas e integrais a problemas do cotidiano, o que favoreceu o desempenho
académico e o engajamento em sala de aula.

Essa perspectiva é reforcada por Molon e Figueiredo (2015), que argumentam
que o uso de softwares como o GeoGebra € uma alternativa viavel para tornar
conceitos abstratos mais acessiveis. Eles demonstram que a visualizag&o grafica de

funcdes e taxas de variagdo pode facilitar a compreensao de temas como maximos,
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minimos e areas sob curvas aspectos fundamentais do calculo aproximando a
matematica da experiéncia concreta dos alunos.

Do ponto de vista histérico, o calculo ja esteve presente no curriculo do ensino
médio brasileiro, como nas reformas de 1891 e 1942, conforme apontam Hauenstein
e Porto (2022). A exclusao posterior desses conteudos nao foi acompanhada por uma
reformulacdo adequada que atendesse as demandas contemporaneas do mundo
académico e do mercado de trabalho, que cada vez mais exigem conhecimentos de
modelagem matematica.

Nesse sentido, Freitas (2020) defende que a aprendizagem do calculo no
ensino médio deve priorizar a compreensao conceitual e a aplicagdo pratica, o que
exige uma abordagem didatica flexivel e significativa. Rocha (2018), por sua vez,
reforca a importancia do uso de graficos e simulagdes para trabalhar conteudos como
o estudo de funcdes e interpretacdo de fendbmenos, o que pode servir como ponte
para o desenvolvimento da intuicdo matematica dos estudantes.

Portanto, a literatura aponta para um consenso, a introdugdo do calculo no
ensino médio tem potencial para ocorrer de forma gradual, contextualizada e
exploratoria, visando a construgdo de significados e a superagdo das dificuldades
historicas que os alunos enfrentam ao ingressar no ensino superior. Busse e Soares
(2007) concordam que o ensino da derivada na educacédo basica € transitavel,
confirmando que:

A introducéo da derivada deve ser acompanhada de varias de suas
aplicagdes. Na Fisica, por exemplo, ela tem inumeras utilidades na
introducdo de conceitos como pressao, densidade da massa,
densidade de carga elétrica etc. Sendo assim, o Célculo Diferencial e
Integral € ferramenta necessaria para a compreenséo da Fisica e a
falta desse tépico no Ensino Médio torna para o aluno a Fisica mais
dificil do que realmente parece ser. Exemplo disso é o ensino da
mecanica newtoniana, ensinado no Ensino Médio que nasceu junto
com o Calculo e fica incoerente sem ele. (Busse; Soares, p. 2)

No Brasil, conforme aponta Carvalho (1996), a introducao ao calculo diferencial

e integral ja esteve presente no curriculo do ensino médio em dois momentos
historicos, o primeiro em 1891, com a reforma educacional conduzida por Benjamim
Constant no inicio da Republica, e o segundo em 1942, durante o governo de Getulio
Vargas, com a Reforma Capanema, permanecendo oficialmente no curriculo até
1961.

A reforma conduzida por Benjamin Constant, inspirada nos principios de

Augusto Comte, promoveu uma reorganizacao da educacgao brasileira ao substituir o
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modelo classico, baseado na formacao literaria, por uma proposta voltada a formagéao
cientifica. Essa mudanca alterou de maneira significativa as prioridades e os objetivos
centrais da educacgao no pais (Silva, 2016).

Apesar de ter estado em vigor por alguns anos, a reforma de Benjamin
Constant nao trouxe transformacodes significativas para o ensino de matematica no
Brasil, uma vez que o numero de instituicdes de ensino secundario ainda era bastante
limitado no pais. No Colégio Pedro Il, por exemplo, os conteudos de calculo
permaneceram no curriculo entre 1889 e 1899, sendo eliminados em 1900 e
posteriormente reinseridos apenas em 1929 (Carvalho, 1996).

A Reforma Francisco Campos, realizada em 1931, € reconhecida como a
primeira tentativa de organizar e padronizar o ensino secundario em ambito nacional.
Nessa proposta, os conteudos ligados a matematica foram reunidos sob a disciplina
de matematica, que passou a ter um programa préprio. O ensino foi estruturado em
areas de conhecimento compostas por diferentes conteudos inter-relacionados,
incluindo uma dedicada a introducao do conceito de fungcéo e as noc¢des de Calculo
Infinitesimal. Entretanto, as mudancas propostas geraram resisténcia entre os
professores, que nado possuiam formagao adequada para lidar com a nova estrutura
de ensino. Somado a isso, muitas escolas nao estavam preparadas para acompanhar
tais transformacgdes, ja que nao dispunham de materiais didaticos apropriados para
apoiar os estudos (Soares, 2004).

Atualmente, embora alguns livros didaticos do ensino médio incluam topicos
relacionados ao calculo diferencial como limite e derivada, esses conteudos raramente
sdo abordados em sala de aula. Costumam ser deixados de lado sob o argumento de
que sao complexos demais para esse nivel de ensino, sendo considerados
apropriados apenas para o ensino superior. Dessa forma, o calculo aparece nos
materiais didaticos, mas nao é efetivamente contemplado no curriculo do ensino
médio. Avila (1991) resume a histdria do ensino de calculo no Brasil:

[...]fazia parte do programa da 32 série do chamado curso cientifico o
ensino da derivada e aplicagdes a problemas de maximos € minimos,
além de outros topicos como polinémio de Taylor. Isso desde 1943,
quando foi instituida uma reforma do ensino secundario que ficou
conhecida pelo nome do ministro na época, o sr. Gustavo Capanema.
Mas mesmo antes da reforma Capanema, quando o que hoje
chamamos de 52 a 82série mais o segundo grau era o curso ginasial
de 5 anos, seguidos por dois anos de pré-universitarios, ja o Calculo
fazia parte do programa no pré das escolas de engenharia. (Avila,
1991, p.1)
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Para Geraldo Avila, muitos professores ainda seguem programas extensos,
com conteudos apresentados de forma fragmentada e sem significado real para os
alunos. No caso do ensino de fungdes, por exemplo, ele observa que se investe muito
tempo na introducdo de uma nomenclatura ampla, mas com pouca aplicabilidade
pratica. Para ele, seria mais eficaz utilizar esse tempo na abordagem de nocoes
fundamentais do calculo e suas aplicagdes. Assim, o estudo das fungdes poderia ser
realizado de maneira mais contextualizada e integrada, alinhando-se aos principios
propostos pelos Parametros Curriculares Nacionais (PCN 's).

No artigo “Caélculo Diferencial e Integral: Uma introdu¢ao ao Ensino Médio”, foi
realizada uma pesquisa em um Instituto Federal com a finalidade de analisar um
estudo de caso voltado a um projeto de complementacao do ensino. O estudo teve
como perspectiva a introducao do calculo diferencial e integral no ensino médio, de
maneira intuitiva, com o propdésito de favorecer a compreensao de equacionamentos
matematicos, a analise do comportamento de fungbdes, bem como a interpretacédo de
fendmenos fisicos e de conteudos vinculados as disciplinas técnicas do curso
profissionalizante.

Constatou-se, ao longo da experiéncia, que os estudantes do ensino médio
possuem condicées de assimilar os fundamentos do calculo, desde que este seja
apresentado de forma clara e objetiva, com a devida sele¢cdo dos conceitos mais
pertinentes ao nivel em questao. Grande parte dos estudantes que participaram da
pesquisa acredita que o ensino de calculo pode ser inserido na educagao basica,
desde que, seja ofertado de forma facultativa.

Dessa maneira, é possivel inserir os conceitos de calculo de forma integrada
aos conteudos ja presentes no curriculo, promovendo um ensino contextualizado e
interdisciplinar. Avila (1991) afirma que para podermos mostrar ao aluno a importancia
do conceito de funcao, temos de ensinar-lhe os conceitos de derivada e integral e para
que servem esses conceitos. Nos Parametros Curriculares Nacionais, também é
mencionado que a proposta defendida por Avila é viavel:

Se julgar mais apropriado, uma escola podera iniciar algum trabalho
de taxas de variagdo em Matematica na primeira série, juntamente
com as fungdes; outra escola, por sua vez, pode atribuir a fisica ou a
quimica o desenvolvimento de taxas no tempo, nas velocidades
espaciais e de reagao de que fazem uso, adiantando um trabalho que
pode ser desenvolvido mais tarde em Matematica de forma mais geral.
(PCN+, 2002, p.135)
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Duclos (1992) e Avila (2006) argumentam que integrar os contetdos
tradicionais do ensino médio com tépicos de calculo pode facilitar o trabalho dos
professores, permitindo abordagens mais relevantes e significativas. As aplicacoes
praticas do calculo tém o potencial de despertar o interesse dos estudantes e
incentivar o aprendizado. Por exemplo, o conceito de derivada pode ser conectado ao
estudo da cinematica na disciplina de fisica, evidenciando sua utilidade em um
contexto interdisciplinar.

A introducao desses conceitos pode ser acompanhada por aplicagdes na fisica,
0 que pode facilitar a compreenséao dessa disciplina, como afirma Duclos (1992, p.28):
“A Fisica é a base da técnica e a Matematica a linguagem da Fisica”. Para Avila (2006,
p.37), essa afirmacado se justifica uma vez que: “o ensino da derivada € da maior
importancia, pelo tanto que ajuda no tratamento de inumeras propriedades das
funcoes. E tem de ser feito logo na primeira série, quando pode integrar-se
harmoniosamente com a Fisica no estudo do movimento”. Avila relata:

E claro que a introdug&o da derivada deve ser acompanhada de varias
de suas aplicagdes. Uma delas, tao util e necessaria nos cursos de
Fisica, diz respeito a Cinematica. Nao ha dificuldades no estudo do
movimento uniforme, ou seja, com velocidade constante. Mas ao
passar adiante, desassistido da no¢ado de derivada, o professor de
Fisica faz uma ginastica complicada para apresentar o movimento
uniformemente variado. E as coisas seriam bem mais simples para ele
€ muito mais compreensiveis para o aluno se esse ensino fosse feito
aluz da noc¢ao de derivada, interpretada como velocidade instantanea.
(Avila. 1991, p.4)

A fala de Avila (1991) evidencia a relevancia de aproximar o ensino da

matematica e da fisica por meio da introducdo da derivada ainda no ensino médio.
Quando a nogéao de derivada ¢é interpretada como velocidade instantanea, o estudo
da cinematica torna-se mais natural e intuitivo, evitando explicac¢des artificiais e
fragmentadas. Essa abordagem favorece ndo apenas a compreensao dos fenébmenos
fisicos, mas também fortalece o entendimento do préprio conceito matematico,
mostrando sua aplicabilidade concreta e revelando ao estudante a beleza da
interdisciplinaridade entre as ciéncias.

Rafael e Escher (2015) conduziram um estudo de caso em que analisaram, por
meio de levantamento estatistico, os indices de aprovacgéao e reprovagao na disciplina
de calculo em uma universidade privada do estado do Rio de Janeiro, nos anos de

2013, 2014 e 2015. Os dados revelaram que, em cada semestre analisado, entre 30%
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e 50% dos alunos ndo foram aprovados, o que indica um indice de reprovagdo mais
elevado em comparagao com outras disciplinas.

E importante ressaltar que essa dificuldade no ensino e aprendizagem do
calculo ndo é uma questao recente, mas sim um problema persistente ao longo das
ultimas décadas. Ja em 1995, a Sociedade Brasileira de Matematica demonstrava
preocupacao com o cenario do ensino de Calculo nas universidades do pais,
publicando uma nota em seu boletim informativo alertando para os altos indices de
repeténcia.

Barufi (1999), realizou uma pesquisa analisando o desempenho de turmas de
Calculo Diferencial e Integral na Universidade de Sdo Paulo (USP), no periodo de
1990 a 1995. O estudo apontou taxas de reprovacao variando entre 20% e 75%. De
forma semelhante, Rezende (2003) desenvolveu uma pesquisa mais recente com
base em dados da Universidade Federal Fluminense (UFF), entre 1996 e 2000,
constatando indices ainda mais preocupantes, com taxas de reprovacgao situadas
entre 45% e 95%.

Nas décadas de 1960 e 1970, o movimento da Matematica Moderna influenciou
profundamente o ensino da disciplina no Brasil e em outros paises, o que resultou na
exclusdo de diversos conteudos tradicionais, incluindo o calculo, dos programas
escolares.

Recorrendo a dados discutidos por Fiorentini (1993) e Cury (2009), organizado
em uma sintese que demonstra a tematica cada vez mais atual nas pesquisas e
eventos académicos:

Em 1991: apenas 10 produ¢des académicas nacionais de educacgao
matematica abordavam o ensino de calculo. Entre 1992-2001: 42%
dos artigos presentes nos anais do Congresso Nacional de
Engenharia (COBENGE) eram dedicados ao tema. Entre 2001-2004:
36% das pesquisas realizadas no Encontro Nacional de Educagao
Matematica (ENEM) falam sobre o ensino da disciplina. Entre 2002 -
2005: 19% dos artigos do Congresso Nacional de Matematica
Aplicada (CNMAC) tratam sobre o estudo do calculo. Entre 2002 -
2006: 49% dos trabalhos do Seminario Internacional de Pesquisas em
Educacdo Matematica (SIPEM) sao dedicados a tematica.
(Fiorentini.1993, Cury. 2009)

Destarte a isso € possivel perceber que o estudo do calculo vem sendo

continuadamente problematizado e investigado para o seu avanco. Os dados
evidenciam que, a partir da década de 1990, houve um crescimento significativo no

interesse da comunidade académica em discutir o ensino desse componente
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curricular, revelando nao apenas sua centralidade na formacado em areas de exatas,
mas também os desafios persistentes no processo de ensino-aprendizagem. Esse
movimento demonstra que o calculo permanece como um campo de debates e
reflexdes, exigindo constantes revisbes metodoldgicas e curriculares.

Nesse contexto de revisbes metodoldgicas e busca por uma aprendizagem
mais significativa, torna-se imperativo retomar o estudo das fungdes de base, que
servem como sustentaculo para a compreensao do conceito de derivadas. Dentre
essas, a fungdo polinomial do segundo grau destaca-se como um objeto de estudo
primordial, sua analise ndo apenas consolida o raciocinio algébrico e geométrico do
estudante, mas também oferece o suporte necessario para a modelagem de
fendmenos complexos que serao explorados no Calculo. Assim, para compreender o
avanco do ensino superior nessa area, € necessario revisitar as estruturas
fundamentais que compdem o curriculo da matematica basica.

2.1. FUNCAO POLINOMIAL DO SEGUNDO GRAU
A funcéao polinomial do segundo grau, também chamada de fun¢ao quadratica,

€ uma das mais importantes no campo da matematica, tanto em nivel basico quanto
no ensino superior. Sua relevancia se justifica pela ampla aplicabilidade em contextos
praticos, como fenémenos fisicos, situagbes econdmicas e problemas de otimizagao,
além de servir como ponte para o estudo de conceitos mais avancados, como
derivadas e integrais.

Para trabalhar com o conceito de funcgdo, € importante trazer a sua definigdo e
a dos elementos que a acompanham. Conforme autores do livro didatico
Fundamentos de Matematica Elementar (2013), como Gelson lezzi e Carlos
Murakami, e também a abordagem de Luiz Roberto Dante (2013), a base para
entender funcdes mais complexas, como a quadratica, reside na compreensao de
seus elementos estruturais.

lezzi (2013) formalmente, define a funcéo polinomial do segundo grau como
toda fungao real f: R — R expressa pela lei:
f(x) = ax? + bx + ¢ em que a, b e ¢ s&do numeros reais, com a # 0. O coeficiente “a” &
chamado coeficiente quadratico, “b” é o coeficiente linear e "¢’ é o termo
independente. O requisito de que a seja diferente de zero é essencial, pois garante
que o termo de maior grau seja de segunda ordem, caracterizando a fungdo como
quadratica. Caso a = 0, a fungao se reduz a uma fungao polinomial de primeiro grau,

ou seja, uma fungao afim.
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2.1.1. ESTRUTURA E PROPRIEDADES FUNDAMENTAIS
No volume 1 de Fundamentos da Matematica Elementar, lezzi e Murakami

(2013) abordam inicialmente os conjuntos numeéricos estabelecendo o conjunto dos
numeros Reais. Posteriormente, no Capitulo V, os autores introduzem as funcgdes e
definem formalmente o Dominio e a Imagem.

e Dominio e Contradominio: O dominio da fungado quadratica é D(f) = R, pois a
funcao esta definida para todos os numeros reais. O contradominio da fungao
é CD(f) = R.

O estudo dos coeficientes é vital para a analise da fungcdo quadratica:

e Coeficientes: A fungdo quadratica € determinada pelos seus coeficientes reais
a,bec.

e a (coeficiente quadratico): Sendo a # 0, este coeficiente é fundamental, pois
ele controla a concavidade e a abertura da parabola. A analise do sinal de a
permite determinar se o vértice sera um ponto de maximo ou minimo.

e b (coeficiente linear): Influencia o deslocamento lateral do grafico e, em
conjunto com a, define a posi¢ao do eixo de simetria.

e c (termo independente): Indica o ponto de intersecao da parabola com o eixo
y, pois f(0) = c. Este € o valor inicial da fun¢do quando x = 0.

O dominio completo destes elementos estruturais € a base para avancgar no
estudo das Propriedades mais complexas da funcao quadratica, como a determinacgéo
dos zeros e do vértice da parabola

De acordo com lezzi e Murakami (2013), o estudo da funcdo quadratica se
aprofunda na analise de sua representacdo geométrica. O grafico de uma funcéao
quadratica € uma parabola, cuja forma e posi¢ao sao inteiramente determinadas pelos
coeficientes a, b e c. A parabola € uma curva simétrica em relacdo a uma reta vertical,
denominada eixo de simetria. O ponto mais importante deste grafico é o vértice (V),
gue se encontra sobre o eixo de simetria e representa o valor maximo ou minimo da
fungéo.

Concavidade e Veértice:

e Se a> 0, aconcavidade é voltada para cima e o vértice (V) é o ponto de minimo
da fungao.

e Se a < 0, a concavidade é voltada para baixo e o vértice (V) é o ponto de

maximo da funcao.
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Calculo do Vértice: As coordenadas do vértice (xv, yv) sdo obtidas pelas

formulas, conforme lezzi e Murakami:

b A

2 e W= — a : onde A = b2 - 4ac é o discriminante da equacéo
a a

® Xy~

quadratica associada.

2.1.2. DO DISCRIMINANTE
O conceito de zeros da funcdo, estd diretamente ligado a representacao

grafica, pois representa os pontos onde a parabola intercepta o eixo x (onde f(x) = 0).
O discriminante (4) é fundamental, pois determina o nimero de zeros reais e,
consequentemente, a relacdo da parabola com o eixo das abscissas:

e /> 0: duas raizes reais distintas, a parabola intercepta o eixo x em dois pontos.

e /l = 0: duas raizes reais iguais, a parabola tangencia o eixo x exatamente no
vértice.
e /l < 0: nenhuma raiz real, parabola n&o intercepta o eixo x.

2.1.3. EXEMPLOS GRAFICOS
A representacao dos graficos da funcao quadratica, conforme o estudo de lezzi
e Murakami (2013), € a consolidacao visual da analise dos coeficientes a, b, c e do
discriminante. Os exemplos a seguir ilustram como as propriedades fundamentais se
manifestam no plano cartesiano:
Exemplo 1: Fungdo com duas raizes e ponto minimo.
1.f(x) =x2-4
e a=1>0, concavidade para cima.
e \Veértice: (0, -4).
e Raizes:x=-2ex=2.
e Intersecdo com eixoy em (0, -4).

e Ponto de minimo no valory = -4.
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Figura 1 - Grafico da funcao f(x) = x? - 4

—is T s {/ 5 10 15

Fonte: Dados da pesquisa

Exemplo 2: Fungdo com ponto maximo.
2. f(x) =-2x2+4x + 1
e a=-2<0, concavidade para baixo.
e \Veértice: (1, 3).

e Ponto de maximo no valory = 3.

Figura 2 - Grafico da fungao f(x) = -2x* + 4x + 1

Fonte: Dados da pesquisa

Exemplo 3: Funcdo sem raizes reais
3.f(x)=2x*+3x +5
e A=-31<0.
e Nao possui raizes reais.

e Parabola voltada para cima sem interse¢cao com eixo x.
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31
e Ponto de minimo no valory = Y

Figura 3 - Grafico da fungao f(x) =2x?+ 3x + 5

f 30

Fonte: Dados da pesquisa

2.2 DERIVADA
A nocéo de derivada ocupa posicao central no calculo diferencial, sendo o

instrumento matematico que formaliza a ideia de taxa de variagao instantédnea de
uma fungdo. Historicamente, seu desenvolvimento esteve ligado tanto a geometria
(problema da reta tangente) quanto a fisica (problema da velocidade e aceleracao
instantanea). Segundo Flemming e Gongalves (2006), o conceito de derivada é
inicialmente motivado pela necessidade de encontrar a inclinagdo da reta tangente
a uma curva em um ponto especifico e de determinar a velocidade ou aceleracao de
um objeto em movimento em um instante exato.

Hoje, a derivada € compreendida tanto em termos técnicos, como limite de
um quociente, quanto conceituais, como inclinagdo de uma reta tangente e medida
de variacao.

Considere uma funcgdao real f, definida em um intervalo aberto | c R, e seja xo
€ |. Segundo a definicdo fundamental de Flemming e Gongalves (2006). Dizemos

que f é derivavel em xo se existir o limite

P(xo) = lim [ — /(0

x—x0 x - x0

ou, equivalentemente,
. f(x0+ Ax) — f(x0)
f(xo) = lim
Ax—0 A0
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Esse limite, se existir e for finito, define a derivada da fungcdo em xo.
Geometricamente, f(xo) corresponde a inclinagdo da reta tangente ao grafico da
funcdo no ponto (xo, f(xo)). Em termos praticos, enquanto o quociente incremental
expressa a taxa de variagao média de f entre dois pontos, a derivada reflete a taxa

de variagao instantanea.
dy

No contexto da notagdo, diversos simbolos sdo usados: f(x), I Df(x) ou até
X

dy
y’, dependendo da tradicao adotada. A notacdo de Leibniz, —, € especialmente util
dx

por enfatizar a razdo entre pequenos incrementos, além de se adaptar bem as regras
de diferenciacao.

Se f é derivavel em todos os pontos de um intervalo |, pode-se definir a fungéo,

f,(X) - llm f(x + Ax) — f(x)
Ax—0 Ax

Essa nova funcao, chamada funcao derivada, associa a cada ponto x € |1 0
valor da taxa de variacao instantanea da funcao original. A existéncia de f'(x) garante
que o grafico de f é localmente bem aproximado por uma reta tangente, que fornece
informacdes sobre crescimento, decrescimento e concavidade.

2.2.1. REGRAS DE DERIVAGAO

Embora a definicdo de derivada seja conceitualmente fundamental, sua
aplicacdo direta em calculos, utilizando o limite, pode apresentar um grau
diferenciado de complexidade. Buscando superar esse grau de complexidade, Diva
Marilia Flemming e Mirian Buss Goncalves apresentaram as Regras de Derivacao,
que permitem determinar derivadas por meio de procedimentos operatoérios,

conforme descrito abaixo:

1. Derivada da Soma e Diferencga
Se u(x) e v(x) sao fungdes derivaveis, entao:

(uxv)(x)=UuU(x) £ V(x).



2.Derivada de Funcao Constante
Se f(x) = ¢, com c € R, entao:
f(x) = 0.

3. Regra da Poténcia
Se f(x) = x", com n € R, entdo:

f(x) = n. x(0-1,
4. Regra do Produto
Se f(x) = u(x). v(x), entéo:

f(x) = u’(x) . v(x) + u(x) . v’(x).

5. Regra do Quociente

u(x) 5
Se f(x) =G0 €O v(x) # 0, entdo:
P(x) = w'(x) v(x) —u) v'Kx)

v(x)2

6. Regra da Cadeia
Sey =f(u) e u =g(x), entao:
dy/dx = (dy/du) . (du/dx).

7. Derivadas de Fungdes Trigonométricas
(sen x)’ = cos x
(cos x)’ = -sen x

(tg X)’ = sec? x

8. Derivadas de Fungbes Exponenciais e Logaritmicas
Se f(x) = €%, entao f(x) = e*.
Se f(x) = a*, a > 0, entdo f(x) = a*. In(a).

Se f(x) = In(x), x > 0, entado f(x) = 1/x.
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2.3. ATEORIA DAS SITUAGOES DIDATICAS

A Teoria das Situagbes Didaticas, desenvolvida pelo matematico e
pesquisador francés Guy Brousseau, representa um dos quadros teoricos mais
influentes na didatica da matematica. Seu objetivo central é analisar e descrever as
condicOes sob as quais o conhecimento matematico é produzido, transmitido e
adquirido em um contexto escolar, distinguindo-se das teorias de aprendizagem
gerais ao focar na relacgao triplice entre aluno, professor e saber.

A teoria de Brousseau se baseia na premissa de que a aquisicao do
conhecimento matematico ocorre quando o aluno interage com um meio (ou milieu)
que oferece resisténcia e feedback, forcando-o a adaptar, modificar ou criar novos
saberes para superar o desafio proposto. O saber ndo € apenas transmitido ele é
produzido pelo aluno como resultado de sua adaptagdo a uma situagao-problema
concebida para esse fim. Para o autor:

um processo de aprendizagem pode ser caracterizado de modo
geral (se nao determinado) por um conjunto de situacoes
identificaveis (naturais ou didaticas) reproduziveis, conduzindo
frequentemente & modificagcdo de um conjunto de comportamentos
de alunos, modificacdo caracteristica da aquisicdo de um
determinado conjunto de conhecimentos (Brousseau, 1975, p.6).

A teoria das situacoes didaticas, trabalha com a ideia de que a aprendizagem,
para ser genuina e significativa, deve assemelhar-se ao processo de produgdo do
conhecimento que ocorreu na histéria da Matematica. Para tal, Brousseau
estabelece a distin¢ao crucial entre:

1. Situacdo Didatica: E a situacdo de ensino e aprendizagem preparada e
conduzida pelo professor com a intengéo explicita de levar o aluno a adquirir
um saber determinado. Nela, o professor intervém diretamente, fornecendo
informacdes, correcdes ou gerenciando o tempo e as regras.

2. Situacdo Adidatica: E a fase da Situacdo Didatica em que o professor,
temporariamente, se retira da cena didatica, permitindo que o aluno se
confronte unicamente com o problema e com o meio (milieu). O aluno tem a
tarefa de resolver o problema por conta propria, usando os conhecimentos
disponiveis para tomar decisées e validar suas hipéteses, sem a intervengao
direta do professor sobre a validade das respostas. A aprendizagem genuina
ocorre durante a interagdo do aluno com essa situagao adidatica.
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3. Milieu (Meio): O milieu é o sistema interativo e complexo que o aluno manipula

e contra o qual ele age, sendo a fonte de contradicoes, feedbacks, e

resisténcias que forgam o aluno a evoluir seu conhecimento. O milieu ndo é

apenas o material didatico; ele € estruturado pelo professor para evocar o saber

a ser ensinado. A estruturagcao do milieu adidatico é, portanto, a tarefa principal

do professor na preparacéo da situagao.

A Devolucgao é o ato fundamental que marca a passagem da situacao didatica
para a situacdo adidatica. E o momento em que o professor consegue transferir para
0 aluno a responsabilidade pela resolugao do problema e pela produgdo de um novo
conhecimento, garantindo que o aluno n&o perceba a intervengdo como uma mera
adivinhag&o do que o professor espera.

Apesar dos esforcos do professor em criar uma situacao adidatica, a relacao
de ensino-aprendizagem esta sempre permeada pelo que Brousseau chamou de
Contrato Didatico que é um sistema de habitos especificos que o professor e o aluno
estabelecem, em grande parte, implicitamente, em relacdo ao saber a ser ensinado.
Por exemplo, o aluno espera que o professor forneca todas as informacdes
necessarias para resolver o problema, e o professor espera que o aluno utilize
apenas os conhecimentos recentemente ensinados.

O contrato didatico € um elemento central para a analise e construgdo de
situacdes. Ele define o papel de cada ator, mas quando suas regras sdo rompidas,
pode gerar "efeitos" negativos sobre a aprendizagem:

e Efeito Topaze: O professor, para evitar o fracasso do aluno, simplifica
tanto a tarefa que o aluno pode dar a resposta correta sem mobilizar o
saber visado.

e Efeito Jourdain: O professor, ao reconhecer um saber do aluno em um
comportamento que este nao tinha a inten¢do de manifestar (como um
erro ou estratégia incorreta), evita que o aluno tome consciéncia do
verdadeiro conhecimento.

A ultima e decisiva fase da TSD ¢é a Institucionalizacdo, que complementa a
devolucdo. E o ato pelo qual o professor, ou a instituicdo, formaliza e reconhece
explicitamente os novos conhecimentos construidos e validados pelos alunos
durante a situacdo adidatica. Ocorre a transformacdo do conhecimento pessoal e
pratico em um saber culturalmente reconhecido.

E neste momento que o professor introduz o vocabulario, os simbolos e as
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definicbes formais (o conhecimento ostensivo), ligando a experiéncia do aluno ao
corpo de conhecimento matematico. A institucionalizagdo € vital para que os
conhecimentos ensinados e comunicados permitam que o aluno entre em praticas
sociais nao didaticas como sujeito maior, e ndo apenas na qualidade de aluno.

A teoria das situagcdes didaticas, ao distinguir claramente a acdo didatica
(intencionalidade do professor) da acéo adidatica (producédo do conhecimento pelo
aluno), oferece um poderoso modelo para a Engenharia Didatica. A teoria de
Brousseau (2008) permite que o professor ndo apenas gerencie a transmisséo de
conteudos, mas que se concentre em conceber e estruturar situagdes que
contenham a logica do saber, de modo que o aluno, por meio de uma interagao rica
com o milieu, seja forcado a adaptar-se e, assim, a aprender. O objetivo final & criar
condi¢cbes que promovam a aprendizagem por adaptacdao, em vez de apenas por

imitacao.

3. ENGENHARIA DIDATICA COMO METODOLOGIA

O presente trabalho adota como referencial metodoldgico pressupostos da
Engenharia Didatica, uma metodologia de pesquisa largamente utilizada no campo
da Didatica da Matematica.

Segundo Almouloud (2007, p. 171),

A Engenharia Didatica, vista como metodologia de pesquisa, é
caracterizada, em primeiro lugar, por um esquema experimental
baseado em "realizagdes didaticas" em sala de aula, isto &, na
construcao, realizagcdo, observagao e analise de sessdes de ensino.
Caracteriza-se também como pesquisa experimental pelo registro
em que se situa e pelos modos de validag&o que lhe sdo associados:
a comparacao entre analise a priori e analise a posteriori. Tal tipo de
validagao é uma das singularidades dessa metodologia, por ser feita
internamente, sem a necessidade de aplicagdo de um pré-teste ou
de um pods-teste. A engenharia didatica pode ser utilizada em
pesquisas que estudam os processos de ensino e aprendizagem de
um dado objeto matematico e, em particular, a elaboracdo de
géneses artificiais para um dado conceito. Esse tipo de pesquisa
difere daquelas que sao transversais aos contelidos, mesmo que o
suporte seja 0 ensino de um certo objeto matematico (um saber ou
um saber-fazer). (Almouloud, 2007. p. 171)

Segundo Almouloud (2007), a Engenharia Didatica é estruturada em quatro
fases principais:

1. Analises Preliminares;
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Esta é a fase inicial do trabalho e abrange a revisdo bibliografica e a
fundamentagdo tedrica. O pesquisador realiza um estudo aprofundado sobre
investigagdo da natureza e da historia do conceito matematico em estudo,
identificando as transformacgdes que ele sofreu ao longo do tempo (obstaculos
epistemologicos). Estudo das diferentes formas como o conceito é ensinado e as
metodologias ja aplicadas, incluindo a identificacdo de possiveis obstaculos
didaticos. Investigacdo das concepgdes dos alunos sobre o conteudo e dos erros
mais frequentes

2. Concepcgao e Analise A Priori;

Nesta fase, o pesquisador elabora a sequéncia didatica (ou engenharia)
propriamente dita. O principal momento da fase é a Analise A Priori, que consiste na
formulacao de hipoteses teoricas e prognosticos sobre o que ira ocorrer durante a
aplicacdo. Definicao das situagdes-problema, das tarefas a serem propostas e do
milieu didatico (meio de interagcao do aluno com o conhecimento). O pesquisador
deve prever o comportamento e as estratégias dos alunos frente as situagoes, as
ajudas didaticas a serem fornecidas e as condigdes de sucesso e fracasso.

Todas as escolhas pedagogicas e didaticas sao justificadas (por exemplo, a
Teoria das Situagdes Didaticas), visando garantir que a situagcao proposta conduza
o aluno ao saber desejado, superando os obstaculos identificados

3. Experimentacgao;

Esta fase corresponde a aplicacdo da sequéncia didatica concebida em um
ambiente real de ensino (sala de aula). E o momento da coleta de dados, que
geralmente envolve a gravacao das aulas, a observacao do trabalho dos alunos e a
coleta de producgdes escritas e protocolos.

4. Analise A Posteriori e Validagao.

E a etapa final, onde os dados coletados na fase de Experimentacdo s&o
analisados. O pesquisador compara as observagbes reais com as previsdes e
hipéteses estabelecidas na Analise A Priori. A validacdao da Engenharia Didatica é
feita pela confrontacdo entre o previsto (anadlise a priori) e o realizado (analise a
posteriori), permitindo refinar o conhecimento teérico sobre os processos de ensino
e aprendizagem do conteudo.

Em funcdo do tempo limitado para a elaboracdo desta monografia e da
estrutura complexa e extensa que a metodologia de Engenharia Didatica exige, o

presente estudo utilizara apenas a primeira e segunda fase proposta pela
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metodologia adotada: analises preliminares e a concepgao e analise a priori.

O interesse em realizar a aplicacdo completa, com a observagéo e
comparacgao dos resultados em sala de aula, é reconhecido e sera reservado para
um projeto de pesquisa futuro, como uma possivel monografia de especializagéo,
onde havera o tempo adequado para a implementacdo integral da Engenharia
Didatica.

A Concepcao e Analise A Priori foi constituida na montagem da sequéncia
didatica, composta por sete questdes de otimizacao selecionadas de contextos reais
que exigem a determinacado de maximos € minimos. A escolha das questdes visou
transformar o conteudo de funcao quadratica em um estudo inicial de calculo.

Cada questao foi resolvida de duas formas, primeiramente pela "via hormal"
(férmula do vértice) para estabelecer a conexdo com o conhecimento prévio do
aluno. Em seguida, pela resolucao utilizando o conceito de derivada, demonstrando
que o ponto maximo e minimo é atingido quando a taxa de variacao instantanea é
zero. Para cada item, foi elaborada uma Analise A Priori, prevendo o comportamento
e 0s possiveis obstaculos dos alunos, e orienta¢des para o professor, que possui a
derivada como o fundamento tedrico que justifica a formula do vértice, conferindo
rigor académico ao topico.

A fase de analises preliminares foi crucial para a delimitacdo do problema de
pesquisa e a fundamentacdo da sequéncia didatica. Esta etapa envolveu, o estudo
historico da presenca do célculo no curriculo brasileiro (Carvalho, 1996), a analise
documental da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) para identificar
competéncias e habilidades que comportam as no¢des de variagcdao e modelagem e a
revisao de literatura sobre a lacuna formativa entre o ensino médio e o superior (Silva,
2024, Rafael e Escher, 2015).

A partir desse levantamento, a pesquisa identificou que o tema otimizacao de
fungdes quadraticas € um ponto de convergéncia de alto potencial, pois € central em
provas de larga escala e possui uma limitacao didatica no ensino médio ao apresentar
o0 vértice apenas por formula. Assim, as questdes que compdem a sequéncia didatica
foram selecionadas a partir de contextos reais (geometria, economia e cinematica)
que exigem a determinagado de maximos e minimos, de modo a torna-las significativas

As questdes foram escolhidas por apresentarem uma riqueza que permite
explorar o conceito de derivada, transformando o conteudo de algebra (funcao

quadratica) em um estudo aprofundado de Analise Matematica (calculo). Realizamos
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uma curadoria de questdes sobre fung¢do polinomial do segundo grau na internet e
escolhidas pelo autor, além de existirem algumas dessas questdes na dissertacao
utilizada como referéncia, O Ensino de Calculo no Ensino Médio (Rocha, 2017).

3.1. APLICACOES QUE PODEM SER UTILIZADAS COM DERIVADA
Neste item, sera apresentada uma selecao de questdes envolvendo a fungao

polinomial do segundo grau, cuidadosamente escolhidas para ilustrar diferentes
contextos de aplicagdo. Cada uma delas sera analisada e resolvida de forma
detalhada, utilizando o conceito de derivada como ferramenta principal para a
compreensao do comportamento das fungdes.

O objetivo é demonstrar, de maneira clara e acessivel, como os principios do
Calculo Diferencial podem ser aplicados na resolucao de problemas do ensino
médio, enriquecendo a interpretacdo grafica e conceitual dessas funcbes e

promovendo uma aprendizagem mais significativa.

QUESTAO 01) (ENEM - 2016 - 22 aplicacdo) Dispondo de um grande terreno, uma
empresa de entretenimento pretende construir um espaco retangular para shows e
eventos, conforme a figura.

Palco

Area para o pablico y (metro)

i
b

x [metro)

A area para o publico sera cercada com dois tipos de materiais:

- nos lados paralelos ao palco sera usada uma tela do tipo A, mais resistente, cujo
valor do metro linear € R$ 20,00.

- nos outros dois lados sera usada uma tela do tipo B, comum, cujo metro linear custa
R$ 5,00.
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A empresa dispoe de R$ 5.000,00 para comprar todas as telas, mas quer fazer de tal
maneira que obtenha a maior area possivel para o publico. A quantidade de cada tipo
de tela que a empresa deve comprar €

a) 50,0 m da tela tipo A e 800,0 m da tela tipo B.

b) 62,5 m da tela tipo A e 250,0 m da tela tipo B.

c) 100,0 m da tela tipo A e 600,0 m da tela tipo B.

d) 125,0 m da tela tipo A e 500,0 m da tela tipo B.

e) 200,0 m da tela tipo A e 200,0 m da tela tipo B.

RESOLUGAO PELAS VIAS NORMAIS

O objetivo € maximizar a area retangular do publico, sujeita a restricdo de custo
de R$ 5.000,00. Seja x o comprimento dos lados paralelos ao palco (Tela tipo A). Seja
y o comprimento dos outros dois lados (Tela tipo B). Dois lados de x metros, a R$
20,00/m:

2.20=40
Dois lados de y metros, a R$ 5,00/m:
2.5=10
Portanto 40x + 10y = 5000 (I). A area (A) é dada por:
A=x.y (Il)

Isolar y na equacéao do custo (I):

10y = 5000 - 40x
y =500 - 4x (IIl)

Substituir y na equacao da area (ll) para obter a funcao area A(x):

A(x) =x. (500 - 4x)
A(x) = 500x - 4x?
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A funcao A(x) € uma parabola com concavidade para baixo (a = - 4), entdo o ponto

maximo é dado pela coordenada x do vértice (Xv):
—b

Xv = —

2a

Calcular xv (quantidade da tela tipo A em metros):

—500
Xv =

2 .(—4)
Xv = 62,5 m

Substituir xv em (lll) para encontrar y:
y =500 - 4 (62,5)
y =500 - 250

y =250

A pergunta pede a quantidade total de cada tipo de tela que a empresa deve comprar.

Tela Tipo A: Comprimento total = 2x

2x=2.62,5=125

Tela Tipo B: Comprimento total = 2y
2y =2 .250 =500

Portanto, a empresa deve comprar 125 m da tela tipo A e 500 m da tela tipo B.
Alternativa (d).

RESOLUGAO UTILIZANDO O CONCEITO DE DERIVADA

Para resolver essa questao, vamos analisar matematicamente a situacao

descrita, relacionando os custos das cercas e a area maxima possivel do espaco a
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ser construido. Seja x o comprimento dos lados paralelos ao palco (onde sera usada
a tela tipo A) e y o comprimento dos outros dois lados (onde sera usada a tela tipo
B). O custo total sera a soma do valor gasto com os dois tipos de tela. Como a
empresa dispde de R$ 5.000,00, podemos expressar essa restricdo da seguinte

forma:

40x + 10y= 5000

Dividindo toda a equacao por 10, temos:

4x +y =500
y =500 - 4x

Sabemos que a area A do retangulo é dada pelo produto dos lados:

A(x) = x- y=x- (500 — 4x) = 500x — 4x?
Essa € uma fungdo quadratica, cuja concavidade € voltada para baixo. Logo, ela
possui um ponto maximo. Para determinar esse ponto, aplicamos o conceito de
derivada, que indica a taxa de variagao da funcdao. No ponto maximo, a variagédo €
nula, isto €, A'(x) = 0. Calculando a derivada da fungao area:

A’(x) = 500 - 8x

Igualando a zero:
500 -8x=0=x=625

Substituindo esse valor na expressao de y:

y = 500 — 4(62,5) = 250

A pergunta pede a quantidade total de cada tipo de tela que a empresa deve comprar.

Tela Tipo A: Comprimento total = 2x

2x=2.62,5=125
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Tela Tipo B: Comprimento total = 2y
2y =2 .250 =500

Portanto, a empresa deve comprar 125 m da tela tipo A e 500 m da tela tipo B.
Alternativa (d).
ANALISE A PRIORI

Com a resolugédo do item, espera-se que os alunos identifiquem a relagéo
entre as variaveis x e y (lados do retangulo) e percebam que a area depende de uma
Unica variavel, que resulta em uma fungdo quadratica A(x) = 500x — 4x2. O ponto
maximo, obtido quando a derivada € nula, representa geometricamente o vértice da
parabola, ou seja, o ponto em que a taxa de variacao da area em relagédo ao lado a
se anula.

Assim, o aluno podera compreender que, quando a derivada é zero, a area
deixa de crescer e atinge seu valor maximo. Alguns alunos podem: confundir o
maximo da funcdo com o maior valor de uma das variaveis (por exemplo, escolher o
maior lado em vez da maior area); interpretar o ponto em que a derivada é zero apenas
como um célculo mecanico, sem perceber o significado de mudanga no sentido da
variagdo; ndo compreender a ideia de restricado orgcamentaria, tratando as variaveis de
forma independente, o que inviabiliza a modelagem correta da fungao area.

Esta questdao favorece a compreensao intuitiva da derivada por meio da
interpretagcdo geométrica e contextual do ponto de maximo. Permite ainda identificar
possiveis obstaculos de natureza representacional, além de fortalecer a relagdo entre
funcdes quadraticas e fend6menos reais, promovendo uma aprendizagem significativa
e conceitualmente estruturada.

ORIENTAGOES PARA O PROFESSOR

O primeiro passo é guiar os alunos para traduzir a restricdo de custo na
equacao 40x + 10y = 5000, onde x e y séo os lados do retangulo. Ao isolar y e
substitui-lo na férmula da area (A = x . y), chega-se a fungdo area A(x) = 500x - 4x.
Esta € uma funcdo quadratica de concavidade voltada para baixo, confirmando a
existéncia de um ponto maximo.

Em seguida, o professor deve introduzir a derivada como ferramenta. O
principio, conforme sustentado por autores do Calculo como Diva Marilia Flemming e

Mirian Buss Gongalves, € que o maximo € atingido quando a taxa de variagcao
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instantanea da area € zero. Ou seja, a derivada da fungao area, A'(x), deve ser igual
a zero.

O professor aplica as regras de derivagao a funcdo A(x) = 500x - 4x2. A Regra
da Poténcia é aplicada para derivar 500x, resultando em 500. Novamente, a Regra da
Poténcia é aplicada a 4x2, resultando em - 8x. O professor demonstra que o resultado
obtido pelo calculo é idéntico ao obtido pela formula do vértice. Essa identidade é a
prova de que a derivada é o conceito mais fundamental que explica por que a formula
do vértice funciona, permitindo ao aluno generalizar 0 método de otimizagcao para
qualquer funcao que ele encontre no futuro. O professor, neste cenario, usa a derivada

para conferir um rigor académico aos topicos do Ensino Médio.

QUESTAO 02) (FGV - 2020) O nimero de turistas x que comparecem diariamente
para um passeio de barco, relaciona-se com o prego P em reais cobrado por
pessoa através da relacao P = 300 - 2x. Se o barco tiver 100 lugares, qual a receita

maxima que pode ser obtida por dia?

A) R$ 10000,00
B) R$ 11500,00
C) R$ 10750,00
D) R$ 11000,00
E) R$ 11250,00

RESOLUGAO PELAS VIAS NORMAIS

Este € um problema de otimizagcdo que envolve encontrar o valor maximo de
uma funcao quadratica, considerando uma restricado de capacidade. A Receita (R) é o
produto do numero de turistas (x) pelo preco cobrado por pessoa (P).

A relacao entre o preco e o numero de turistas € dada por:
P =300 - 2x

Substituindo P na férmula da Receita:
R(x) = x . (300 - 2x)
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R(x) = 300x - 2x?

A funcdo R(x) € uma funcdo quadratica (uma parabola) com coeficiente a negativo (a
=-2). Isso significa que a parabola se abre para baixo, e seu ponto maximo € o vértice.

O numero de turistas (xv) que maximiza a receita € dado pela coordenada x do vértice:

—-b
Xy = —
Y 2a
—300
X =
'T2.(-2)
Xv=75

O numero de turistas que maximiza a receita € 75 pessoas. O barco tem uma
capacidade de 100 lugares. Como xv = 75 € menor que 100, a capacidade maxima
nao é um fator limitante, e 75 turistas é o valor ideal. Substituimos x = 75 na fungéo
Receita R(x):

R =300(75) - 2(75)
R = 22500 - 2(5625)
R =22500 - 11250
R =11250
A receita maxima é de R$ 11.250,00. Alternativa (e).

RESOLUGAO UTILIZANDO O CONCEITO DE DERIVADA

Neste problema, queremos determinar qual € o preco ideal do ingresso que
permite a empresa obter a maior receita possivel com o passeio de barco. Esse tipo
de situacdo € um exemplo classico de otimizacao, e a derivada é a ferramenta
matematica que nos auxilia a encontrar esse ponto maximo. Sabemos que o prego

cobrado por pessoa esta relacionado ao numero de turistas x por meio da equacgao:

P =300 - 2x

A receita total € o produto entre o preco cobrado e o numero de turistas:
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R(x) = P- x = (300 - 2x)x = 300x - 2x?

Essa expressao representa uma fungcdo quadratica de concavidade voltada para
baixo, o que indica a existéncia de um ponto maximo exatamente onde a taxa de
variagao da receita se anula. Para determinar esse ponto, calculamos a derivada de

R(x), que nos indica como a receita varia conforme o numero de turistas muda:

R’(x) = 300 - 4x
No ponto de maximo, essa variagao € zero, isto é:
R'X)=0=>300-4x=0=>x=75

Isso significa que o lucro maximo ocorre quando 75 turistas participam do passeio.
Agora, substituimos esse valor na fungéo da receita para encontrar o valor maximo:
R(75) = 300(75) - 2(75)?=22.500 - 11.250 = 11.250

Portanto, a receita maxima obtida é de R$ 11.250,00.

Resposta: alternativa (e).

ANALISE A PRIORI

O item proposto aborda uma situagao pratica envolvendo a relagdo entre o
preco de um passeio de barco e a quantidade de turistas, estabelecendo um contexto
real e acessivel que permite aplicar conceitos matematicos para a resolugao de um
problema de otimizagdo econdmica. O enunciado desafia o estudante a determinar a
receita maxima obtida com a venda de ingressos, considerando que o preco por
pessoa depende diretamente da quantidade de turistas, o que caracteriza o problema
como uma aplicagao funcional com foco em analise de variagdo e maximizagédo de

resultados.

Para resolver a questao corretamente, o estudante precisa mobilizar alguns
conhecimentos prévios fundamentais. E necessario compreender o conceito de
funcao do 12 e do 22 grau, saber que a receita total € dada pelo produto entre o preco
e a quantidade vendida (R = P-x), dominar o calculo de derivadas de funcdes
polinomiais e entender o significado geométrico da derivada como taxa de variagao.

Além disso, o aluno deve reconhecer que os pontos de maximo e minimo de uma
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funcdo podem ser encontrados anulando-se a derivada, e ser capaz de interpretar o
resultado numérico considerando as condi¢des reais do problema.

A estratégia esperada € que o aluno perceba que se trata de um problema de
maximizagao de receita e escreva a fungdo que a representa, R(x) = x(300 - 2x). A
partir dai, deve identificar que se trata de uma fungao quadratica de concavidade
voltada para baixo e, portanto, que apresenta um ponto de maximo. O passo seguinte
€ calcular a derivada R’(x) = 300 - 4x, iguala-la a zero e encontrar o ponto critico x =
75.

Substituindo esse valor na expressao da receita, obtém-se R(75) = 11.250, o
que indica que a receita maxima é de R$ 11.250,00 quando 75 turistas participam do
passeio. E importante ainda que o aluno verifique se esse resultado é compativel com
a limitacao fisica do problema, o barco comporta até 100 pessoas, logo o valor obtido
€ coerente.

Entre as dificuldades mais comuns que podem surgir estdo a confusado entre
as variaveis, ao nao perceber que o preco depende diretamente do numero de turistas;
a montagem incorreta da funcao receita; a falta de compreensao sobre o papel da
derivada como ferramenta para identificar o ponto maximo. Alguns estudantes
também podem ignorar a restricdo do problema ou cometer erros operacionais no
calculo numérico final.

A pertinéncia didatica da questao é clara, pois ela conecta um conceito
matematico abstrato, derivada, a uma situacao concreta do cotidiano, permitindo que
o aluno perceba a aplicabilidade do calculo em contextos econdmicos e de tomada de
decisdo. Além disso, a questao estimula o raciocinio, exigindo que o estudante traduza
uma situacao verbal em uma expressao algébrica, e oferece uma oportunidade para
discutir a importancia de interpretar os resultados matematicos dentro de suas
limitacoes reais.

ORIENTAGOES PARA O PROFESSOR

O primeiro passo para o professor é conduzir os alunos a construirem a funcao
receita (R(x)). Sabendo que o prego (P) esta ligado ao numero de turistas (x) por P =
300 - 2x, a receita total é o produto R(x) = P . x. Essa multiplicagc&o resulta na fungéo
quadratica R(x) = -2x2 + 300x. E importante ressaltar que a concavidade é voltada
para baixo (devido ao coeficiente a= - 2), o que confirma a existéncia de um ponto

maximo, que € o objetivo do problema.
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Em seguida, o professor deve introduzir a derivada como ferramenta. O
principio central a ser institucionalizado € que o ponto maximo da receita ocorre
exatamente onde a taxa de variacdo instantdnea da receita é zero, ou seja, quando
R'(x) = 0. Este conceito, conforme estabelecido na teoria de Diva Marilia Flemming e
Mirian Buss Gongalves (2006), € o alicerce do calculo.

A aplicacao da derivada e suas regras ocorre na transformacao da fungcao R(x)
em R'(x), o professor aplica a regra da poténcia ao termo -2x2, obtendo - 4x, e ao
termo 300x, obtendo 300. O professor deve demonstrar que o x = 75 encontrado via

derivada € o mesmo resultado que se obteria pela féormula tradicional do vértice (xv =
2—:). Esta equivaléncia ndo é coincidéncia, o professor deve finalizar mostrando que
a derivada é o fundamento tedérico que prova a validade da formula do vértice,
generalizando a busca por maximos e minimos para qualquer funcao diferenciavel.
QUESTAO 03) (Enem cancelado 2009) A empresa WQTU Cosmético vende um
determinado produto x, cujo custo de fabricagdo de cada unidade é dado por 3x? +
232, e o0 seu valor de venda é expresso pela funcdo 180x — 116. A empresa vendeu
10 unidades do produto x, contudo a mesma deseja saber quantas unidades precisa
vender para obter um lucro maximo. A quantidade maxima de unidades a serem
vendidas pela empresa WQTU para a obtengédo do maior lucro €

a) 10

RESOLUGAO PELAS VIAS NORMAIS

Este problema envolve encontrar a quantidade de unidades que maximizam a
funcdo Lucro (L). O lucro é a diferenca entre a Receita de Vendas (R) e o Custo de
Fabricacdo (C). Seja x a quantidade de unidades do produto vendidas. O custo total

de $x$ unidades é dado por:

C(x) = 3x2 + 232
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O valor de venda total de x unidades € dado por:
R(x) = 180x - 116

O Lucro (L) é a Receita menos o Custo:
L(x) = R(x) - C(x)
L(x) = (180x - 116) - (3x? + 232)
L(x) = 180x - 116 - 3x? - 232
L(x) = - 3x? + 180x - 348

A funcao L(x) € uma fungdo quadratica (parabola) com coeficiente a negativo (a = - 3).
Portanto, seu valor maximo é alcangado no vértice.

A quantidade x que maximiza o lucro é dada pela coordenada x do vértice:

—-b
Xv = —
2a
Na fungdo L(x) = - 3x? + 180x - 348
_ —180
=3
xv=30

A quantidade maxima de unidades a serem vendidas para obter o maior lucro € de 30

unidades. Alternativa (b).

RESOLUGAO UTILIZANDO O CONCEITO DE DERIVADA

Neste problema, a empresa deseja saber quantas unidades vender para obter
o lucro maximo. Para isso, modelamos o lucro como diferenga entre receita e custo,
e usamos a derivada para encontrar o ponto em que a variagao do lucro é nula.
Dados: Custo por unidade: C(x) = 3x?+ 232, Receita: R(x) = 180x — 116.
A funcao lucro L(x) é dada por:
L(x) = R(x) = C(x) = 180x — 116 — (3x2 + 232) = —3x2 + 180x — 348
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Observe que L(x) € uma fung&do quadratica de concavidade voltada para baixo, o que
indica a presenga de um maximo.
A derivada L'(x) representa a variagao do lucro:
L'(x) = -3x2+ 180x — 348 = —6x + 180
No ponto em que a taxa de variagao é zero, a fungao atinge um extremo:
-6x+180=0=-6x=-180=>x=30
Resposta: alternativa (b). Portanto, a producao e venda de 30 unidades maximizam o
lucro da empresa, conforme o modelo dado.
ANALISE A PRIORI

Apresenta uma situacdo contextualizada sobre o lucro de uma empresa que
fabrica e vende um produto, estabelecendo uma conexao direta entre a matematica e
a realidade econémica. O problema propde determinar a quantidade de unidades que
deve ser produzida e vendida para que o lucro seja maximo.

Para resolver adequadamente essa questdo, o estudante deve ter alguns
conhecimentos prévios essenciais, como: o entendimento das nocdes de funcao
custo, funcao receita e fungao lucro, sendo o lucro definido como L(x) = R(x) — C(x); o
reconhecimento da estrutura de uma funcdo quadratica e sua concavidade; e a
compreensao de que a derivada de uma funcdo fornece informagbes sobre o
comportamento de crescimento ou decrescimento, permitindo localizar seus pontos
de maximo ou minimo. Além disso, € necessario dominio das operagdes algébricas
basicas e capacidade de interpretar o resultado obtido em termos de quantidade de
producao. O raciocinio esperado é que o aluno reconheca o problema como um caso
de maximo de lucro, modele corretamente as fungdes envolvidas e calcule o ponto.
Partindo das informacgées fornecidas, o aluno define o custo como C(x) = 3x2+ 232 e
a receita como R(x) = 180x — 116, construindo entao a funcao lucro.

Em seguida, identifica que se trata de uma parabola voltada para baixo,
indicando que ha um ponto maximo, e calcula a derivada L'(x)= -6x + 180. Ao igualar
a derivada a zero, encontra x = 30, concluindo que o lucro € maximo quando a
empresa produz e vende 30 unidades do produto.

Durante a resolucdo, € comum que os alunos cometam erros em algumas
etapas. Entre as dificuldades: confundir o custo total com o custo unitario,
esquecendo-se de que a funcdo C(x) ja representa o total gasto para x unidades; nao
perceber a concavidade negativa da parabola e, portanto, ndo reconhecer que o ponto

encontrado corresponde a um maximo; ou ainda, ndo compreender o significado da
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derivada e seu papel na identificacdo de extremos. Também pode ocorrer erro
operacional ao derivar ou ao resolver a equacgao resultante.
ORIENTAGOES PARA O PROFESSOR

O professor deve comecar a aula guiando os alunos na modelagem da funcao
lucro (L(x)). O lucro é a diferenca entre a Receita (R(x)) e o Custo (C(x)). Apos a
substituicdo dos dados a fungao lucro é formulada como L(x) = - 3x? + 180x - 348. O
professor deve observar com os alunos que L(x) € uma fungcdo quadratica com
coeficiente a = - 3 (negativo), garantindo que a concavidade é voltada para baixo e,

portanto, existe um ponto de lucro maximo.

A partir desse ponto, o professor introduz a derivada como a ferramenta que
localiza esse maximo. O principio a ser ensinado é que o lucro maximo ocorre onde a
taxa de variagdo instantanea do lucro € zero, ou seja, onde a derivada L'(x) se anula.
Este conceito de extremidade nula € o cerne do Calculo, conforme referenciado por
autores como Diva Marilia Flemming e Mirian Buss Gongalves (2006).

A aplicacao da derivada e suas regras ocorre ao se calcular a derivada da
funcgao lucro. O professor aplica as regras de derivagao termo a termo ao derivar - 3x?,
aplica-se a regra da poténcia, resultando em - 6x. Ao derivar 180x, aplica-se a regra
da poténcia, resultando em 180. A derivada da constante - 348 & zero. O professor
deve demonstrar que as regras de derivagao aplicadas para encontrar L'(x)=0 sdo o

—-b
fundamento tedrico que justifica a formula tradicional do vértice (xv = Z)' Ao fazer
isso, o professor confere um rigor académico ao problema, mostrando que o célculo
nao € um assunto isolado, mas a base para a otimizacao de funcgdes.

QUESTAO 04) (Enem - 2013) A parte interior de uma taca foi gerada pela rotacao

de uma parabola em torno de um eixo z, conforme mostra a figura.

Eixo de rotagéo (2)
y(cm) A




48

A funcao real que expressa a parabola, no plano cartesiano da figura, é dada pela lei
3
2 . . .. .
f(x) = X" - 6x + C, onde C ¢ a medida da altura do liquido contido na taga, em

centimetros. Sabe-se que o ponto V, na figura, representa o vértice da parabola,
localizado sobre o eixo x. Nessas condi¢des, a altura do liquido contido na taga, em
centimetros, é

a) 1.

b)

O

2
) 4.
d)5
e)6
RESOLUGAO PELAS VIAS NORMAIS

A funcao que expressa a parabola é:
3
() =% -6x + C

O ponto V (vértice da parabola) esta localizado sobre o eixo x. Isso significa que a
coordenada y do vértice, yv, € igual a zero.
Yv = f(Xv) =0

Na fungdo f(x) = ax? + bx + ¢, o valor da coordenada y do vértice é dado pela formula:

-A

Y= 4q
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Onde 4 (delta) é o discriminante da fungéo, 4 = b? - 4ac. Logo 4 =36 - 6C. Como o

vértice esta sobre o0 eixo x, temos yv = 0. Igualando o discriminante a zero:

36-6C =0
36 = 6C
_ 36

C=3

C=6

A altura do liquido contido na tacga, que € o valor de C, é de 6 centimetros. Alternativa

(e).
RESOLUGAO UTILIZANDO O CONCEITO DE DERIVADA

A questao apresenta uma parabola que gera o formato de uma taca, definida por:
3
f(0=—X-6x+C

onde C representa a altura do liquido contido na tacga, ou seja, a ordenada do ponto

em que a parabola intercepta o eixo y.

A derivada da fungédo,f'(x), nos da o ponto onde a inclinagdo da parabola € nula
exatamente o vértice, pois € onde a curva muda de decrescente para crescente.
f'(x)=3x-6
Para determinar o ponto em que ocorre o vértice, igualamos a derivada a zero:
Ix-6=0=>x=2

Logo, a abscissa do vértice é x = 2.

Como o vértice esta sobre o eixo x, temos f(x) = 0. Substituindo x = 2 em f(x):
3
o=ﬂa=5Qf—6Q)+c

3
0=~(4)-12+C
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0=6-12+C
C=6

Resposta: alternativa (e). O resultado C = 6 indica que a altura do liquido na tacga, ou
seja, a distancia do vértice até a borda € de 6 centimetros. O uso da derivada foi

fundamental para localizar o ponto de minima altura da parabola (vértice).

ANALISE A PRIORI

Para uma resolucao efémente o estudante deve ter um conhecimento sélido

da funcdo quadratica f(x)=
X — 6x + C. O primeiro passo do raciocinio € a
2

interpretacdo geométrica da condi¢cdo dada, o vértice da parabola esta sobre o eixo
X. Isso se traduz na condicdo matematica de que a ordenada do vértice é zero, ou
seja, xv = 0. Esta é a chave para determinar o valor da constante C, que representa
a altura do liquido.

O proximo passo fundamental, é localizar a abscissa do vértice utilizando a
derivada. Ao reconhecer que o vértice é o ponto de minimo da parabola (ja que o
coeficiente a é positivo), deve saber que a taxa de variagao instantanea da funcéo é
nula nesse ponto. Esta taxa € a derivada. O aluno calcula f'(x) aplicando a regra da
poténcia. Os erros potenciais incluem a confusdo na traducdo da condicao
geométrica e erros operacionais ao derivar ou simplificar a expressao com fracoes e

numeros inteiros.

ORIENTAGOES PARA O PROFESSOR

3
O professor inicia a analise com a fungdo dada, f(x)= _2 _ gx + C explicando
2 E)

que o veértice é o ponto onde a parabola muda de decrescente para crescente. O
principio fundamental do Calculo, conforme referenciado por autores como Diva
Marilia Flemming e Mirian Buss Gongalves (2006), € que a inclinagdo dessa curva,
medida pela derivada, deve ser zero no vértice. Assim, a busca pelo vértice comeca

com o calculo de f'(x) e sua igualdade a zero.

. ~ . . . 3
A aplicacao da derivada e suas regras é o passo central, para derivar ~ ?
-X,0
2

professor aplica a regra da poténcia, resultando em 3x. A derivadade -6x é-6,e a

derivada da constante C (a altura do liquido) € zero. O professor deve demonstrar que
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0 x=2 encontrado via derivada € o mesmo valor que seria obtido pela férmula do
vértice.

QUESTAO 05) Seja f(x) = -x2+ 2x + 1 a funcdo que determina a trajetéria de um
projétil langcado para o alto. Qual é a altura maxima, em metros, que este projétil

pode alcangar?

RESOLUGAO PELAS VIAS NORMAIS

A trajetoria do projétil € dada pela funcao quadratica:

f(x) =-x2+2x + 1

Como o coeficiente a é negativo (a = -1), a parabola é para baixo, e a altura maxima
corresponde ao valor maximo da funcao, ou seja, a coordenada y do vértice. A altura

maxima (yv) € calculada pela formula:

W4

Onde 4 é o discriminante: 4 = b? - 4ac.

A= (2)*-4(-1)(1)
A=4-(-4)
A=4+4
A=8
Calcular yv:

—8
4 (-1)

yv =

yv=2

Portanto, a altura maxima alcangada pelo projétil € 2 metros.

RESOLUGAO UTILIZANDO O CONCEITO DE DERIVADA
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Note que a funcao € negativa, isso significa que o grafico dessa parabola tem

sua concavidade voltada para baixo, logo, faz sentido, falar em ponto maximo.

Sabemos que a derivada de uma fung&o nos fornece a taxa de variagdo em
um determinado instante, por outro lado, o instante que nos fornece o ponto maximo
dessa funcao € exatamente o instante em que essa taxa de variagao € igual a zero.
Portanto, para encontrar o valor nesse instante basta derivar a fungéo e igualar a

Zero:

f'(x)=-2x+2
2x+2=0
-2X = -2

x=1

Agora, substituindo o valor na fun¢ao, encontraremos o seu valor maximo:

f(x) = -12+ 2.1 + 1
f(x) = 2

Portanto, a altura maxima que o projétil pode alcancar € de 2 metros.

ANALISE A PRIORI

A questao apresenta uma fungcao quadratica que descreve a trajetéria de um
projétil, e o objetivo é determinar a altura maxima alcangada, o que corresponde ao
ponto maximo da parabola. O propoésito didatico € levar o aluno a compreender a
relacdo entre a forma algébrica da funcdo quadratica e 0 movimento de um corpo
em trajetoria parabdlica, aplicando o conceito de derivada como ferramenta para
identificar o ponto em que a taxa de variagao da altura € nula, isto €, o instante em
que o projétil atinge sua altura maxima.

Para resolver a questao corretamente, o estudante precisa dominar alguns
conhecimentos prévios essenciais: reconhecer o formato grafico de uma funcgéo
quadratica, identificar a concavidade da parabola a partir do sinal do coeficiente de x2,

compreender o papel da derivada como indicadora da variagao da funcao e saber que
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0 ponto de maximo ocorre quando f'(x) = 0. Além disso, € importante que o aluno saiba
substituir corretamente o valor encontrado na fungcdo original para obter a altura
correspondente e interpretar o resultado dentro do contexto fisico do problema.

O raciocinio esperado € que o estudante perceba que, como o coeficiente de
x? é negativo, a parabola tem concavidade voltada para baixo, logo a fungdo possui
um ponto de maximo. Em seguida, calcula-se a derivada da fungéo f(x) = -x2+ 2x +
1, obtendo f'(x) = -2x + 2. Igualando a derivada a zero, encontra-se o ponto critico x
= 1 na fung&o original. Portanto, o projétil atinge sua altura maxima de 2 metros no
instante correspondente a x = 1.

Durante a resolucéao, os alunos podem apresentar dificuldades comuns, como
esquecer que o sinal negativo do coeficiente principal indica concavidade voltada para
baixo (portanto, ponto maximo), cometer erros ao derivar (por exemplo, esquecer o
fator 2 no termo —x?), ou ainda confundir o valor de x encontrado (que representa o
instante do ponto maximo) com a altura propriamente dita. Também €& possivel que
alguns alunos tentem resolver o problema apenas pela formula do vértice sem
compreender o papel da derivada, perdendo a oportunidade de interpretar o processo
de otimizagéo.

ORIENTAGOES PARA O PROFESSOR

O professor deve apresentar a fungao f(x) = —x?+ 2x + 1 como um modelo que
descreve a altura do projétil em relacdo ao tempo ou distancia horizontal (x). E
importante notar que, como o coeficiente a € negativo (a = - 1), a concavidade é
voltada para baixo, confirmando que a funcdo possui, de fato, um ponto maximo (a
altura maxima).

A aplicacao da derivada reside na ideia de que, no ponto mais alto de sua
trajetoria, o projétil para momentaneamente de subir antes de comecgar a descer.
Matematicamente, isso significa que a sua taxa de variagao instantanea de altura em
relacdo a x € zero. O professor deve, portanto, utilizar a derivada, f'(x), como o
instrumento para localizar o x onde essa taxa € nula. O professor aplica a regra da
poténcia, a derivagdo de - x? é - 2x, a derivagdo de 2x é 2, a derivada da constante 1
€ zero. Ao mostrar que a derivada é o conceito que localiza o ponto de inclinagao zero,
o professor eleva o rigor da matematica do ensino médio.

QUESTAO 06) A turma do 3° ano ira fabricar picolés para arrecadar dinheiro para
viagem do final de ano. O custo da producao de x unidades de picolés ‘e dado por

C(x) = x2 - 2x + 30. Qual a quantidade de picolés produzida para que o custo seja
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minimo? Qual custo minimo?

RESOLUGAO PELAS VIAS NORMAIS

A funcéo que determina o custo de producao (C) de x unidades de picolés é

uma funcao quadratica:
C(x)= x2-2x+30
Como o coeficiente a é positivo (a = 1), a parabola € para cima, e o custo minimo € o

valor minimo da funcédo, que corresponde ao vértice da parabola. A quantidade de

picolés (x) que resulta no custo minimo € dada pela coordenada x do vértice:

—b
Xv=—"—""
2a
Na fungdo C(x) = x? - 2x + 30:
_—(=2)
Xv=
2.1
Xv=1

A quantidade de picolés produzida para que o custo seja minimo € de 1 unidade.

O custo minimo é o valor da funcdo no ponto xv=1, ou seja, C(1):
C=C(1)=(1)?-2(1)+30
C=1-2+30
C=29

O custo minimo de producéo é de R$ 29,00.

RESOLUCAO UTILIZANDO O CONCEITO DE DERIVADA
A turma do 32 ano tem custo de producao dado por

C(x)=x?-2x+30
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onde x representa o numero de picolés produzidos.
Queremos determinar a quantidade x que minimiza o custo total C(x) e calcular esse
custo minimo. A funcao C(x) € uma parabola positiva, o que indica que ela é cdncava
para cima e possui um unico ponto de minimo.
A derivada C'(x) fornece a taxa de variacdo do custo em relacdo a quantidade
produzida:

C'x)=2x-2

No ponto de extremo, a inclinagcao da reta tangente € zero, portanto igualamos a
derivada a zero para encontrar o candidato a minimo:
2x-2=0=x=1
Substituindo x = 1 C(x):
C(1)=12-2-1+30=1-2+30=29

Concluséo: produzir 1 picolé minimiza o custo; o custo minimo é R$ 29,00.

ANALISE A PRIORI

A questao apresenta um problema de minimizagao de custo na produgao de
picolés por uma turma do 3° ano, com o objetivo de determinar a quantidade de
unidades que resulta no custo total minimo. O propésito didatico € mostrar como o
conceito de derivada pode ser utilizado para identificar pontos minimos de uma
funcdo, neste caso aplicada a uma situagdo econémica concreta de producdo. O
exercicio também promove a conexao entre funcdo quadratica, derivada e
interpretacdo pratica dos resultados, reforcando a modelagem matematica no

contexto do cotidiano dos alunos.

Para resolver o problema corretamente, o estudante precisa dominar alguns
conhecimentos prévios essenciais: saber reconhecer a fungao custo € uma parabola
com concavidade voltada para cima, o que indica a presenga de um unico ponto
minimo; compreender que a derivada fornece a taxa de variagdo do custo em relagéao
a quantidade produzida e que o ponto onde a derivada se anula corresponde ao

minimo ou maximo da fungao; além de ter habilidade para substituir corretamente o
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valor encontrado na fungdo original e interpretar o resultado dentro do contexto da
producéo.

Durante a resolugéo, podem surgir dificuldades comuns: confusdo sobre o que
significa concavidade da parabola, erros na derivagdo, ndo perceber que o ponto
critico € um minimo devido ao sinal do coeficiente principal, ou erros de calculo ao
substituir o valor na funcao. Outro possivel equivoco é interpretar x = 1 como numero
de picolés ndo viavel (pois em contextos reais talvez se produza mais de uma
unidade), mas neste exercicio o foco € entender o conceito de minimo da funcéo e a
aplicacao da derivada.

ORIENTAGOES PARA O PROFESSOR

O professor deve comecar a aula estabelecendo o objetivo da turma, encontrar
a quantidade que torna o custo o menor possivel. A fungdo dada é C(x) = x? - 2x +
30. O professor deve reforgcar que, como o coeficiente a € 1 (positivo), a parabola tem
concavidade para cima, e o vértice € um ponto minimo. Em seguida, o professor
introduz o conceito do calculo, o custo minimo ocorre onde a taxa de variagcao
instantanea do custo em relacdo a quantidade produzida é zero.

Essa taxa de variacdo € medida pela derivada, C'(x). O professor aplica as
regras de derivacdo para obter C'(x), a derivagdo de x? usa a regra da poténcia,
resultando em 2x, a derivagao de - 2x resulta em - 2, a derivada da constante 30 € 0.
Derivada é o fundamento tedrico que justifica o uso da férmula do vértice, aplicando a
regra da poténcia para derivar a funcao quadratica genérica.

QUESTAO 07) Uma bola é atirada verticalmente para cima a partir do ch&o, com
uma velocidade inicial de 64 m/s. Se o sentido da distancia do ponto de partida for

para cima, a equagao do movimento sera S(t) = -16t2 + 64t.

a) Ache a velocidade instantanea da bola ao fim de 1s.
RESOLUGAO UTILIZANDO O CONCEITO DE DERIVADA

A velocidade instantanea é dada pela derivada da fungdo s quando t = 1.
Logo,

S'(t) =-32t + 64

S'(1)=-32.1+64 =32m/s
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Portanto, a velocidade instanténea da bola ao fim de 1s é igual a 32m/s.

b) Quantos segundos a bola leva para atingir seu ponto mais alto?

RESOLUGAO UTILIZANDO O CONCEITO DE DERIVADA

Analisando o grafico, percebemos que o ponto mais alto € o vértice da parabola.
Vimos que a abscissa do vértice correspondente ao valor de t para o qual a
derivada de S é igual a zero.

Logo,

S'(t)=-32t+64=0

t=2s

Portanto, a bola leva 2s para atingir seu ponto mais alto.

ANALISE A PRIORI

A questao apresenta um movimento vertical uniformemente acelerado e tem
como objetivo principal aplicar o conceito de derivada para determinar a velocidade
instantanea e o tempo para atingir a altura maxima. Didaticamente, o exercicio
integra conceitos de funcédo quadratica, derivada e fisica (cinematica), mostrando
como a matematica permite analisar de forma precisa o comportamento de um corpo
em movimento.

O estudante deve compreender que a velocidade instantanea é dada pela
derivada da fungdo posi¢do em relagdo ao tempo. Dada a fungdo S(t) = —16t2 + 64t, a
derivada é S'(t) = -32t + 64. Substituindo t = 1 segundo, obtém-se S’'(1) =-32- 1 + 64
= 32 m/s. Portanto, a velocidade instantanea da bola ao fim de 1 segundo é 32 m/s,
no sentido para cima.

O problema busca o tempo em que a bola atinge o ponto mais alto, ou seja,

guando sua velocidade instantadnea é zero. Como o ponto maximo da parabola



58

corresponde ao vértice, iguala-se a derivada a zero: =32t + 64 = 0, resultando
emt = 2s. Isso indica que a bola leva 2 segundos para alcancgar a altura maxima.

As dificuldades comuns incluem: confundir posi¢ao e velocidade, esquecer que
a derivada da posigcao fornece a velocidade instantanea, errar sinais ao derivar ou
substituir os valores, ou interpretar incorretamente o ponto de maximo da parabola.
Além disso, alguns alunos podem n&o relacionar o vértice da funcado quadratica com
0 ponto mais alto do movimento fisico.

ORIENTAGOES PARA O PROFESSOR

A questdo deve ser estruturada sobre a fungdo de posigdo S(t) = -16t2+ 64t. O
professor deve enfatizar que, no calculo, a velocidade instantédnea € definida como a
taxa de variagcdo da posicao ao longo do tempo, que é precisamente a derivada da
funcao posicao, S'(t). Para responder ao item (a) (velocidade instantanea ao fim de
1s), o professor deve calcular S'(t). O processo de derivacao utiliza as regras basicas,
a derivacdo de — 1612 usa a regra da poténcia, resultando em - 32t, a derivacéo de 64t
usa a regra da poténcia, resultando em 64. O professor, entdo, calcula a velocidade
noinstante t =1, S'(1) = - 32(1) + 64 = 32 m/s. Esta etapa valida a derivada como uma
ferramenta fisica precisa.

Para responder ao item (b) (tempo para atingir o ponto mais alto), o professor
deve relacionar o conceito fisico de altura maxima com o principio matematico de
ponto maximo. No ponto mais alto da trajetoria, a velocidade da bola é
momentaneamente nula. Como a velocidade é a derivada, o professor iguala a
derivada a zero. A solucao é t = 2 segundos. Este resultado mostra o tempo que a
bola leva para atingir a altura maxima.

3.2. MAS POR QUAL MOTIVO DERIVAR E IGUALAR A ZERO?

Foi possivel constatar de acordo com os estudos de Busse e Soares (2006),
a definicdo do vértice de uma parabola, muitas vezes apresentada de forma
desvinculada da funcdo que lhe da origem, pode ser mais bem compreendida
quando contextualizada como o ponto que representa o extremo (maximo ou
minimo) de uma funcdo quadratica. Nesse sentido, a abscissa do vértice
corresponde ao valor de x onde esse extremo € atingido, enquanto a ordenada
representa o valor maximo ou minimo assumido pela fungéo.

Assim, ao se interpretar a fungdo quadratica como um modelo matematico
de situacoes reais, torna-se evidente a relevancia do vértice, pois ele expressa o

ponto de maior ou menor valor do fendmeno estudado, permitindo uma leitura mais
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significativa e aplicada da parabola.

Entretanto, ao recorrer a interpretacdo geomeétrica da derivada, cuja ideia
fundamental esta associada ao coeficiente angular da reta tangente ao grafico de
uma funcdo em cada ponto, € possivel determinar as coordenadas do vértice da
parabola sem a necessidade de conhecer previamente suas raizes. Observa-se que,
no vértice, a reta tangente é horizontal, o que implica que seu coeficiente angular, e

consequentemente o valor da derivada nesse ponto, € igual a zero.

Figura 4: Grafico da reta tangente
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Fonte: Busse; Soares, 2006.

Logo, dada a fungao f(x) = ax? + bx + ¢, tem-se que a derivada da fungdo no
ponto xv € igual a zero, ou seja,
f(xv)=0

4. CONSIDERAGOES FINAIS

A realizacao desta pesquisa permitiu reconhecer, de maneira fundamentada e
critica, que a reinsercao de elementos do calculo diferencial, especialmente o conceito
de derivada, no ensino médio € ndo apenas possivel, mas extremamente coerente
com as demandas da educacdo matematica. A constatagcado de que a introdugéo do
célculo diferencial é possivel, embora ndo seja uma pratica comum no Ensino Médio
brasileiro, exige uma analise profunda das barreiras estruturais que sustentam esse
distanciamento. Historicamente, a auséncia desses conteudos no curriculo basico ndao
decorre de uma limitagao intelectual ou cognitiva dos estudantes, mas de uma
organizacao curricular engessada por sucessivas reformas que priorizaram a
fragmentacdo de topicos e a memorizagdo procedimental em detrimento da

construcao de conceitos fundamentais (Carvalho, 1996).
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Ao longo do trabalho, discutiu-se como a derivada, tradicionalmente reservada
ao ensino superior, pode assumir uma forma intuitiva e acessivel, capaz de enriquecer
a compreensao dos estudantes sobre fungbes e variaveis, sem exigir o formalismo
rigoroso de limites ou demonstragdes que caracterizam o calculo no nivel superior.

O estudo mostrou que, ao aproximar o ensino da funcdo quadratica de ideias
fundamentais do calculo, como taxa de variagdo, comportamento grafico e otimizagao,
pode ocorrer uma ampliacdo significativa da compreensdo conceitual dos alunos.
Nesse sentido, a derivada passa a ser entendida ndo como um operador abstrato,
mas como um recurso matematico que permite interpretar situagdes reais de modo
mais profundo, como problemas de maximizacao, analise de trajetdrias, investigacao
de movimentos e decisbes econOmicas. Tal abordagem dialoga diretamente com as
competéncias e habilidades previstas na BNCC, que valorizam o pensamento, a
modelagem, o raciocinio légico e a leitura critica de situagdes envolvendo
dependéncia entre grandezas.

O uso das nogodes de calculo no ensino médio, mostrou-se uma estratégia que
nao busca antecipar conteudos académicos, mas sim promover um salto qualitativo
na compreensao matematica, preparando o estudante para lidar com ideias mais
avancadas futuramente. A pesquisa evidenciou que muitos equivocos e dificuldades
enfrentados por alunos do ensino superior, especialmente na transi¢cao para o calculo,
poderiam ser minimizados se conceitos intuitivos fossem explorados de maneira
adequada na educacgado basica. Assim, a aproximagdo funciona como um elo
importante para a construgédo de significados, promovendo uma aprendizagem mais
sélida e conectada.

A partir da Engenharia Didatica, utilizada aqui em suas fases iniciais como
metodologia de concepc¢ao, analise e antecipacao de aprendizagens, foi possivel
prever como os estudantes poderiam lidar com nogbes como taxa de variagao,
comportamento crescente e decrescente, interpretacdo geométrica do vértice e
extremacdo de funcdes. As andlises a priori realizadas mostraram que o uso da
derivada como ferramenta conceitual pode, de fato, favorecer o entendimento do
vértice da parabola, evitando que esse elemento seja apresentado como simples
aplicacao de formulas prontas. Ao contrario, o vértice passa a ser percebido como um
ponto de mudanga no comportamento da funcao, onde a reta tangente € horizontal e,

portanto, a variacao instantanea € nula.
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A resolucdo das questdes apresentadas no capitulo 3 evidenciou, na pratica,
que situagées comuns do ensino médio, como problemas de geometria, economia,
cinematica e produgao, podem ser reestruturadas de modo a incorporar o conceito de
derivada de maneira natural e significativa. Isso demonstra que ha espaco, no
curriculo da educacao basica, para uma reconstru¢cdo do ensino de fun¢des que va
além de métodos algébricos tradicionais, permitindo que o estudante compreenda o
“‘porqué” das técnicas e desenvolvam modos de pensar mais proximos do que se
espera no campo da matematica.

Também se constatou que essa reinsercdo tem potencial para fortalecer a
autonomia intelectual dos alunos, uma vez que a derivada permite interpretar
mudancgas, prever comportamentos e analisar fenbmenos, capacidades essenciais
para a leitura critica da realidade contemporanea.

Embora a pesquisa n&o tenha alcangado a etapa de experimentacao, devido
as limitagdes temporais proprias deste trabalho, ela oferece bases promissoras para
aplicacgoes futuras em sala de aula, especialmente em projetos de iniciagao cientifica,
monitoria, oficinas ou até mesmo em componentes curriculares suplementares. A
implementacao completa da Engenharia Didatica, aqui proposta para estudos
posteriores, podera validar as previsdes e confirmar, com maior precisdo, os impactos
dessa abordagem no processo de aprendizagem.

Conclui-se, portanto, que o estudo realizado reafirma a pertinéncia e a
potencialidade pedagogica de se trabalhar o calculo diferencial no ensino médio, de
forma introdutéria, conceitual e contextualizada. Essa reinsercdo néo pretende
substituir conteudos formais, mas ampliar as possibilidades de compreensdo dos
estudantes, favorecer a modelagem de situacdes reais e construir pontes entre a
matematica escolar e a matematica universitaria. Espera-se que este trabalho inspire
futuras pesquisas, reforgando a importancia de um ensino de matematica que seja ao

mesmo tempo moderno e significativo.
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