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RESUMO

Este estudo bibliografico do tipo “estado da arte” tem por objetivo pesquisar e analisar teses e
dissertacdes de autores nacionais, que abordem sobre o Teorema Fundamental do Calculo
(TFC), no intuito de responder a seguinte questdo: quais foram as contribui¢Ges dos autores de
dissertagdes e teses sobre o “Teorema Fundamental do Calculo”? A importancia do tema se
denota pela disciplina de Célculo Diferencial e Integral constar na grande curricular de varios
cursos da area de Ciéncias Exatas. As buscas foram realizadas no portal da Capes, do qual
selecionamos 8 dissertacdes e uma tese. Adotamos como abordagem tedrico-metodoldgico a
analise de conteudo, a qual estabelecemos indicadores para as inferéncias baseadas nos
documentos investigados e com isso s organizamos em quatro categorias: (1) o TFC sob a
perspectiva do aluno, (2) o TFC sob perspectiva do professor, (3) o TFC sob perspectiva do
livro didatico e (4) o TFC sob a perspectiva histérico-epistemoldgico. Concluimos que 0s
estudos nas quatro categorias apresentaram varias contribui¢des, apontando por exemplo, 0s
beneficios da utilizacdo de recursos tecnolégicos como ferramenta auxiliadora no processo de
ensino do TFC, possibilitando a investigacdo entre a inter-relacdo das operacfes Integracdo e
Derivacdo; a experimentagdo como ponto de partida para a conjectura do teorema; a
importancia da utilizacdo dos diversos registros de representacdo no ensino do TFC; a
importancia do livro didatico pautado em seu enfoque e a assimilacdo do conhecimento a partir
processo de desenvolvimento do TFC sob o seu contexto historico.

Palavras-chave: Estado da arte; Teorema Fundamental do Calculo; Ensino e aprendizagem’;
Calculo Diferencial e Integral.



ABSTRACT

This "state of the art" bibliographic study aims to research and analyze national theses and
dissertations, which address the Fundamental Theorem of Calculus authors (TFC), in order to
answer the question: were the contributions of the authors of dissertations and theses on the
“Fundamental Theorem of Calculus”? The importance of the subject is denoted by the
discipline of Differential and Integral Calculus being included in the great curriculum of several
courses in the area of Exact Sciences. The searches were published on the Capes portal, from
which we selected 8 dissertations and a thesis. We adopted content analysis as a theoretical-
methodological approach, in which we established indicators for the inferences of documents
investigated and with that we organized into four categories: (1) the TFC from the student's
perspective, the TFC from the student teacher, (3) the TFC from the textbook perspective and
(4) the TFC from the historical-epistemological perspective. We conclude that the studies in
the four categories offer several contributions, guidance for the teaching of technological
resources as an auxiliary tool in the investigation process between an interrelation of operations
and derivation; experimentation as a starting point for the theorem conjecture; importance of
using different representation records in TFC teaching; the importance of the textbook based
on its focus and assimilation of knowledge from the TFC development process under its
historical context.

Keywords: State of the art; Fundamental Theorem of Calculus; Teaching and learning;
Differential and integral calculus.
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1. INTRODUCAO

A presente pesquisa e norteada por inquietacGes acerca das dificuldades encontradas
por alunos na compreensdo das principais concepgdes que compdem 0 componente
curricular Calculo, em especial, sobre o Teorema Fundamental do Célculo (TFC). Assim,
realizou-se umapesquisa do tipo “estado da arte” com o objetivo de pesquisar e analisar
teses e dissertacfes de autores nacionais no periodo de 2006 a 2021, que abordem sobre o
Teorema Fundamentaldo Calculo no intuito de responder a seguinte questao: quais foram as
contribuicBes dos autores de dissertacdes e teses sobre o “Teorema Fundamental do
Calculo™?

Para alcancarmos nossa proposta deferida, nos fundamentamos das ideias teorico-
metodolégico de Bardin (2011) a respeito da andlise de conteldo, para construir
indicadores e poder analisar as pesquisas encontradas.

A busca foi realizada no sitio da CAPES e retornou, inicialmente, trinta (30)
trabalhos académicos, os quais, apos leituras aprofundadas, foram reduzidos para nove (9)
documentossendo uma (01) tese e oito (08) dissertagdes. Com a analise do contetido dos
mesmos, 0 momento fora para agrupa-las e reagrupa-las em quatro (04) categorias.

Para além da introducdo, a pesquisa contou com mais quatro (04) tépicos. No
segundo, localizou-se a problemaética, trazendo: 1) as motivacdes pessoais que levaram a
escolha do temaTFC, 2) uma breve contextualizacdo histérica da origem e desenvolvimento
do tema e 3) apontar as leituras que influenciaram a delimitacdo do objetivo e questdo de
pesquisa supracitado.

No terceiro topico caracterizou-se a pesquisa com descricdo dos procedimentos
metodoldgicos utilizados realizados em uma das fases sugeridas por Bardin (2011), que é a
dapré-analise que levou a composicdo final do corpus deste trabalho. Conclui-se esse tdpico
apresentando as unidades registro e de contexto escolhidas e, a partir delas, as categorias e
subcategorias criadas.

No quarto tépico quatro, descreve-se como fora realizada a exploragdo, o tratamento e a
interpretacdo das categorias selecionadas conforme o enfoque principal de cada pesquisa,
seguindo, com adaptaces, o roteiro proposto por Baqueiro (2016), sendo esta: 1) com base
nos resumos dos trabalhos académicos, fazer a apresentacdo das pesquisas, 2) realizar,
quando necessario, uma analise cruzada das informacGes importantes contidas nos
paragrafos dos resumos das pesquisas que encontram-se dentro de uma mesma

subcategoria, promovendo desta forma um “didlogo” entre elas, trazendo a discussao
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algumas das conclusdes dos trabalhos, procurando por pontos de convergéncias ou
divergéncias e 3) Uma sintese com a exposicdo das nossas consideracdes sobre cada
categoria/subcategoria, apresentando umresumo das contribui¢es dos autores sobre o tema
“Teorema Fundamental do Calculo”.

No quinto topico expd-se as consideracbes finais e os principais resultados obtidos

do mapeamento.

2 PROBLEMATICA
2.1. MINHA BUSCA PESSOAL PELO TEMA DA PESQUISA

Como estudante do ultimo ano de ensino médio, percebi que varios dos meus
colegas com a seguinte pergunta, que se enquadrava e também ecoava em mim: “o que eu
vou fazer da minha vida?” Uma decisdo que parecia ser um fardo muito grande, sobre vidas
ainda tdo imaturase inexperientes. Afinal, o que “fazer da vida” soa, em primeiro momento,
ser para toda vida. Entdo nenhuma pessoa quer ter arrependimentos pelo resto dela. Foi
assim, que em 2016, Ultimo ano do ensino médio, havia em mim apenas o0 desejo de
conhecer mais sobre carros velozes, que faziam curvas a mais de 250 km/h, recebendo
enormes forcas laterais , sem nem ao menos hesitarem. Maquinas estas que acompanho,
assistindo todos os domingos, desde os meus 6 anos de idade, e que continuarei
acompanhando até os fins dos meus dias.

Partindo deste amor pelas corridas de Formula 1, pensei em cursar engenharia
mecanica, prestando vestibular para tal curso. Contudo, infelizmente ndo consegui, como
desejava, uma vaga em uma universidade publica, ja que ndo tinha condicGes para ingressar
em uma instituicdo privada. Deste modo, planejei passar aquele longinquo ano de 2017
estudando, recluso em meu quarto. Foram bons meses e varias horas de estudo por dia, até
minha mae meinformar que tinha saido o edital para o vestibular da Universidade do Estado
da Bahia (UNEB),e me aconselhar a prestar o vestibular para licenciatura em Matematica,
pois, em sua Vvisdo, eraum bom curso e eu poderia aproveitar algumas materias mais adiante.
Assim, fiz a prova e consegui a aprovagéao.

Ao iniciar o curso me deparei com uma realidade totalmente distinta da qual um dia
pude imaginar para um curso de licenciatura em Matematica. Foram tantas novidades e
desafiosque me motivavam a querer estudar mais. Costumo dizer que no primeiro semestre
eu a “conheci” a matematica, no segundo semestre me “apaixonei” por ela, e no terceiro me

“casei”, pois tive a plena certeza de que ser professor de matematica era 0 que eu queria
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fazer para o restante da minha vida.

A motivacdo deste trabalho tem sua trajetdria no inicio do curso de célculo 2. No
curso, geralmente os componentes de Calculo sdo estereotipados pelos alunos como de
dificil entendimento, apresentando altos indices de reprovacédo e desisténcia em sua grande
maioria. Sob esta Gtica, gerou-se em mim uma grande expectativa ao cursar este componente
curricular, motivado especialmente por esse estigma, levando-me buscar aprendé-la ao
maximo que fosse possivel as minhas faculdades mentais.

As aulas foram ministradas pela mesma professora de Calculo 1, a qual j& tinha nos
apresentado o conceito de Derivadas. Em Calculo 2, lecionou integrais, sendo que entre
outroscontetidos, exibiu o teorema fundamental do Calculo (TFC). Em primeira instancia
ndocompreendi o significado e a importancia daquele teorema, do qual despertou muito a
minha atencdo, pois em seu préprio titulo, exibe a palavra “fundamental”, denotando que
este teorema apresentava uma “valiosidade” da qual eu ndo estava reconhecendo,
aprendendo apenas como aplica-lo. Partindo deste pressuposto, iniciei minha indagagdes
consultando aos colegas de classe se tinham compreendido de fato o teorema exibido, e
assim como eu, recebi relatos de que apenas compreenderam como aplicar para calcular
integrais definidas. A partir de entdo, iniciei pesquisas sobre o TFC, procurando
compreendé-lo por interesse proprio, ndo havendo em mim naquele instante a intencdo de
ser 0 objeto de estudo do trabalho de concluséo do curso(TCC).

Passando-se algum tempo, entrei em contato com a referida professora,
manifestando omeu desejo de produzir o TCC sobre esta temética, desejando inicialmente,
investigar e produzir um trabalho voltado a discursar apenas sobre a importancia do TFC
para explicitar a relagdo “inversa” presentes nos processos das operagdes de integragao e
derivacdo. Porém, impulsionado pelo anseio de exercer a docéncia, e pelos conselhos da
professora de Calculo 1 e 2, a qual aceitou me orientar, direcionei minhas inquietagdes para o
ensino do TFC, desejando investigar sobre suas possiveis dificuldades, realizando uma
pesquisa de campo com osdiscentes do curso.

Todavia, apds reunides de orientagdo, concessionamos que poderiam haver
pesquisas com indagacOes e respostas para tal questionamento, ndo so voltados ao ensino,
mas também as dificuldades de aprendizagem do TFC, fornecendo assim, novas
perspectivas e implicagOes, aplicadas em ambientes distintos, sob vieses diferentes,
projetando-se muito mais rico o nossoaprendizado sobre o tema escolhido.

Na sessdo seguinte, sera apresentado de modo resumido, o que vem a ser o TFC.
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2.2. SOBRE O TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO (TFC)

“O Teorema Fundamental do Calculo é inquestionavelmente o mais importante
doCalculo e um dos maiores feitos da mente humana.” (STEWART, 2009, p. 364)

O TFC é uma das mais belas e importantes constru¢cdes matematica, capacitando e
potencializando duas grandes areas do Calculo da qual anteriormente ndo havia uma
conexao estabelecida entre as quais atualmente sdo conhecidas por calculo integral e célculo
diferencial, ambas inicialmente motivadas por perspectivas distintas contendo objetivos
disjuntos, enquantoo estudo das derivadas parte do pressuposto de determinar a reta tangente
a uma curva em certoponto, descrevendo assim sua taxa de variacdo neste ponto, o calculo

integral se encarrega inicialmente de calcular areas de figuras planas quaisquer.

Antes de apresentar formalmente o TFC, serdo expostas duas sessfes seguintes,
embasados em Eves (2011) e Boyer (1974), uma rapida nogdo do que vem a ser a
integracado e a derivagéo.

2.2.1. Integracéo
O célculo integral tem suas origens estabelecidas em problemas relacionados ao
estimarareas, volumes e comprimento de arcos. Os primeiros registros dessa atividade sdo
datados no Papiro Egipcio de Moscou, onde se encontram problemas de area com resolucéo
semelhante asférmulas de integracdo conhecidas atualmente.
Outra contribuicdo importante para o desenvolvimento da concepc¢do de integracdo
foi o desenvolvimento do “método de exaustdo” desenvolvido por Eudoxo admitindo que

uma grandeza possa ser subdividida indefinidamente:

Se de uma grandeza qualquer se subtrai uma parte ndo menor que sua metade, do
restante subtrai-se também uma parte ndo menor que sua metade, e assim por
diante, se chegard por fim a uma grandeza menor que qualquer outra

predeterminada da mesma espécie. (EVES, 2011, p. 419)
Entre os matematicos antigos, quem aplicou da melhor maneira o0 método da
exaustdo, chegando muito proximo da atual integracéo, foi Arquimedes. O mesmo chegou a
resultados equivalentes a muitas integrais definidas que sdo utilizadas atualmente, para o

calculo de arease volumes.
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=Método de Exaustdo de Arquimedes

Para um poligono de n=4 lados Para um poligono de n=6 lados  Para um poligono de n=8 lados
Fonte: https://slideplayer.com.br/slide/15736103/

Sobre esta questdo Boyer afirma o seguinte:

O método da exaustdo € um procedimento que consiste em esgotar a regido
cuja area se quer calcular por meio de outras areas conhecidas. A ideia central
esta em: dada uma regido cuja &area se pretende determinar, nela se inscrever
regides poligonais, cuja area é conhecida, e que se aproximem da primeira. A
seguir, escolhe-se outra regido poligonal que dé uma melhor aproximagdo e o
processo continua tomando poligonos com nimero cada vez maior de lados, de
modo a “cobrir” toda a regido dada. (BOYER, 1974, p. 67).

A contribuicdo seguinte para o Calculo Integral apareceu somente ao final do século
XVI guando a mecanica levou varios matematicos a examinar problemas relacionados com
0 centro de gravidade. Em 1606, em Roma, Luca Valerio publicou De quadratura
parabolae onde utilizou 0 mesmo método grego para resolver problemas de calculo de areas
desse tipo.

Kepler (1571-1630), em seu trabalho sobre o movimento dos planetas, teve que
encontrar as areas devarios setores de uma regidao eliptica. O método de Kepler consistia em
pensar na superficie como a soma de linhas - método este que, na préatica, apresentava muita
imprecisdo. Analogamente, para calcular volumes de solidos, pensava na soma de fatias
planas. Desse modo, calculou os volumes de muitos sélidos formados pela revolugédo de
uma regido bidimensional ao redor de um eixo. Para o calculo de cada um desses volumes,
Kepler subdividia o s6lido em varias fatias, chamadas infinitésimos, e a soma desses
infinitésimos se aproximava do volume desejado.

Schema X 1.

Figura 3. Esquema XI de Kepler


https://slideplayer.com.br/slide/15736103/
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Fonte: Anais do IX Seminario Nacional de Histéria da Matematica.
http://www.each.usp.br/ixsnhm/Anaisixsnhm/Comunicacoes/1_Moura_ E_C_ M_M%C3%A9todo_de_Integra%
C3%AT7%C3%A30_de_Kepler.pdf

Os proximos matematicos que tiveram grande contribuicdo para o nascimento do
Célculo Integral foram Fermat e Cavalieri. Em sua obra mais conhecida, Geometria
indivisibilibus continuorum nova quadam ratione promota, Cavalieri desenvolveu a ideia
de Kepler sobre quantidades infinitamente pequenas. Aparentemente, Cavalieri pensou na
area como uma soma infinita de componentes ou segmentos “indivisiveis". Ele mostrou,

usando 0s

7 - - a
seus métodos, o que hoje em dia escrevemos: [~ xrdx = a™™*
0 n+1

Todo o processo geométrico desenvolvido por Cavalieri foi entdo aritmetizado por
Wallis. Em 1655, em seu trabalho Arithmetica infinitorum, Wallis desenvolveu principios
de inducdo e interpolacdo que o levaram a encontrar diversos resultados importantes, entre
eles, aantecipacéo de parte do trabalho de Euler sobre a funcdo gamma.

Fermat desenvolveu uma técnica para achar a area sob cada uma das, entdo
chamadas, "parabolas maiores": curvas do tipo y = kx", onde k > 0 é constante e n = 2,3 /4,
etc. Empregouentdo uma série geométrica para fazer o mesmo para cada uma das curvas do
tipo y = kx, onde k >0 e n=-2, -3, -4, .... Por volta de 1640, a formula geral da integral
das paradbolas maiores era conhecida por Fermat, Blaise Pascal, Descartes, Torricelli e
outros.

Os trabalhos de Leibniz sobre o Calculo Integral foram publicados em 1684 e em
1686 sob 0 nome Calculus Summatorius. O nome Calculo Integral foi criado por Johann
Bernoulli e publicado pela primeira vez por seu irmdo mais velho Jacques Bernoulli em
1690.

Leibniz, diferentemente de Newton, usava a integragdo como uma soma, de uma
maneira bastante parecida & de Cavalieri. Dai vem o simbolo | um 's' longo - para
representar summa. Segundo ele, "represento a area de uma figura pela soma das areas de
todos os retangulos infinitesimais definidos pelas ordenadas e pelas diferencas entre as
abscissas... e, portanto, eu represento em meu calculo a area da figura por [ ydx”. Ambos
desenvolveram o Célculo Integral separadamente, entretanto Newton via o Célculo como
geomeétrico, enquanto Leibniz o via mais como analitico.

Leibiniz acreditava que a notacdo era de fundamental importancia e, de fato, a sua

notacdo foi mais eficaz do que a de Newton e acabou por se consolidar, sendo utilizada até


http://www.each.usp.br/ixsnhm/Anaisixsnhm/Comunicacoes/1_Moura_E_C_M_M%C3%A9todo_de_Integra%25
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os dias de hoje, mantendo exatamente a forma. Newton escrevia para si proprio e ndo foi
feliz emencontrar uma notagédo consistente.

Atualmente define-se integral como:

Definicio: Se f & uma fongdo continua definida em a < x < b, dividimos o intervalo
[@. b] em n subintervalos de comprimento igual a Ax = (b — a) /n.

Sejam x, (= a), 1y, Xq, ... %, (= b) pontos arbitririos nesszes subintervalos, de forma
que x; esteja no i-ézimo subintervalo entre [x;_,, x;]. Entéio a integral definida f de
cembé

b mn
f fla)dx = ,{E’;Zﬂx‘lfdx

Desde que o limite existe e d& o mesmo valor para todas as possiveis escolhas de
potitos amostrais. Se ele existit, dizemos que € integravel em [a, b]. (STEWART,
2013, p. 337

Para exemplificar, mostraremos como calcular, usando a definicéo, fob x?dx, da regido
delimitada pela parabola y = x? e as retas x = b e y = 0. Dividiremos o intervalo [0,b] em n
partes iguais pelos pontos x, = 0, x; = Axq, x,= Ax,, ..., X, = b = nAx, tal que Ax = %.

Tomemos em cada subintervalo [xi-1,Xi] o ponto &i, que nesse caso Serd 0 ponto da

extremidade direita de cada segmento, para encontrarmos a altura do retdngulo e assim,

construir retdngulos com base 4x e altura f(xi), como representado na figura abaixo.

Ax

Fonte:https://wp.ufpel.edu.br/bottega/files/2015/02/apostilaC22015.pd

Assim, ao somarmos a area dos retangulos formados em cada subintervalo, cuja
formulaé dada pela expressao f(xi)4xi, obteremos a soma integral S» = f(£)Ax + f(E2)Ax + -+ +

f(&)Ax. Nesse caso teremos:



18

Sy = f{xj_]":"-r + f'::-'f: x4 - -I-fl::xn]ﬂx =
Sp = [(Ax)Ax + (20x7)Ax + - + (ndx® JAx =
= (Ax*)[1% + 2 + -+ nl.

o o a n{r+LiIn+1) .
Como sabemos: 1° + 2 + - 40~ = %= entdo temos que

Bt nn+1i(2n+ 1) B? 1 1
5,=—= = — (1 —J (2 —J:
n 3 & (3] * n +f:!.

Portanto, por definicio teros que:

boa , b
fD x~dx = lim —

lim = (1+3)(2+1) =2 (Adaptado de PISKOUNOV, 2000, p, 435
e 436). '

Nesse exemplo, foi até “facil” calcular a integral, mas 0 mesmo pode ndo acontecer

comoutro tipo de funcéo, o que vai reforcar a importancia do TFC.

Apbs o estabelecimento do Célculo, Euler daria continuidade ao estudo de funcdes -
ainda prematuro na época - juntamente com Cauchy, Gauss e Riemann. Foi Euler,
entretanto, quem reuniu todo o conhecimento até entdo desenvolvido e criou o0s
fundamentos da Analise. Hoje em dia o Calculo Integral é largamente utilizado em varias
areas do conhecimento humano e aplicado para a solucdo de problemas ndo s6 de
Matemaética, mas de Fisica, Astronomia, Economia, Engenharia, Medicina, Quimica, por

exemplo. Na sequéncia, apresentaremos algumas nocoes sobre a derivacao.

2.2.2. Derivacéo

A diferenciacdo se originou de problemas relativos ao tracado de tangentes a curvas
e de questdes que buscavam determinar maximos e minimos de fungdes. Na Grécia antiga,
poréma primeira manifestacdo realmente clara do método diferencial data de 1629 (EVES,
2004). O alemao Johannes Kepler ja tinha observado que os incrementos de uma fungéo se
tornam infinitesimais nas proximidades de um ponto de maximo ou de minimo comum.

Porém foi o matematico francés Pierre de Fermat (1601-1665) quem primeiramente
manifestou com clareza o método diferencial. Considerando a ideia de Kepler, Fermat
estabeleceu um procedimento para determinar os pontos de maximo ou de minimo.

Se f(x) tem um maximo ou minimo comum em x e se incremento e for muito
pequeno,entdo o valor de f(x — e) = f(x), para tornar essa igualdade correta, impor que

e assume o valor zero. As raizes da equacgéo resultante dardo, entdo, os valores de x para 0s
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quais f(x) assume um maximo ou minimo. (EVES, 2004, p. 429).

Esse método e conhecido como método de Fermat. O método é incompleto, pois
ignorouque a condicdo de a derivada de f(x) se anular ndo é suficiente para que se tenha
um maximo ou minimo comum e também ndo fazia distin¢do entre valor maximo e valor
minimo (EVES, 2004). Outra descoberta de Fermat foi um procedimento geral para
determinar a tangente por um ponto de uma curva cuja equacao cartesiana é dada. O método
consistia em achar a subtangente relativa ao ponto de tangéncia sobre o eixo X e a
interseccdo da tangente com esse eixo (EVES, 2004), cuja representacdo gréfica é a

seguinte:

&
" =0

£ (xy) 0

/A B C

Fonte:  https://livrozilla.com/doc/1340002/derivadas-como-no-tempo-de-newton-e-leibniz

Assim, a defini¢do de derivada foi evoluindo historicamente até chegar na definicao
atual, por meio de limites, ou seja, tomar dois pontos na curva da funcdo a ser estudada,
tracar uma reta secante passando pelos dois pontos e uma reta tangenciando a curva em
apenas um dos pontos. Com isso, relacionar as inclinagcdes das duas retas, levando em
consideracdo que ainclinacdo da reta tangente serd o limite da inclinacdo da reta secante,

conforme ilustrado na imagem seguinte.


https://livrozilla.com/doc/1340002/derivadas-como-no-tempo-de-newton-e-leibniz
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f ) f{x)

Py
\ A \'ﬂ tangente
S —*
0 a a+h X 0 a X

Fonte:https://www.lemat.unican.es/lemat/proyecto_lemat/derivadas/nivell/teoria/derivadas6.htm

Além disso, a inclinacdo da reta secante € dada pela tangente do seu respectivo angulo

formado com o eixo X, qual seja, tga

Definigéio: a derivada de uma fungiio f em um nimero o, denctado por f'(a), é
£'(a) = lim JahT8 e o limite existis. (STEWART, 2013, p. 133).

Ao deixarmos o a variar, e substituir a pela variavel x, obtemos a derivada como uma
fungio £ (x) = lim TErPoI) (STEWART. p. 140).

Na secdo seguinte apresentaremos o enunciado das duas partes do TFC, sem
contudo demonstra-los, mas apenas para com a intensdo de mostrar COmo 0S Processos
envolvidos nas operacdes de integracéo e derivacao estdo relacionados.

2.2.3. Enunciandoo TFC

O problema do movimento estava sendo estudado desde a época de Galileo. Tanto
Torricelli como Barrow consideraram o problema do movimento com velocidades variadas.
A derivada da distancia era a velocidade e a operacdo inversa, partindo da velocidade,
levava a distancia. A partir desse problema envolvendo movimento, a ideia de “operagdo
inversa” da derivada desenvolveu-se naturalmente e a ideia de que a integral e a derivada
eram “processos inversos” era familiar a Barrow. Embora Barrow nunca tenha enunciado
formalmente o TFC, estava trabalhando em direcdo a esse resultado. Foi Newton,
entretanto, quem, continuando namesma direcéo, formulou o teorema.

Newton continuou os trabalhos de Barrow e Galileo sobre o estudo do movimento


https://www.lemat.unican.es/lemat/proyecto_lemat/derivadas/nivel1/teoria/derivadas6.htm
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dos corpos e desenvolveu o Célculo aproximadamente dez anos antes de Leibniz. Ele
desenvolveuos métodos das fluxions - derivagdo - e fluents - integragdo - e utilizou-os na
construcdo da mecanica classica. Para Newton, a integracdo consistia em achar fluents para
um dado fluxion considerando, desta maneira, a integragdo como “inversa” da derivagao.
Com efeito, Newton sabia que a derivada da velocidade, por exemplo, era a aceleracéo e a
integral da aceleragdo eraa velocidade. Newton representava as integrais por um acento
grave acima da letra em questéo,por exemplo, a integral de y era representada por y.

Principalmente como consequéncia do TFC de Newton, as integrais foram
simplesmente vistas como derivadas "reversas". Na mesma época da publicacdo das tabelas
de integrais de Newton, Johann Bernoulli descobriu processos sistematicos para integrar
todas asfungdes racionais, que € chamado método das fracdes parciais. Essas ideias foram
resumidas por Leonard Euler, na sua obra sobre integrais.

O TFC como ¢ abordado atualmente, € resultado do desenvolvimento do célculo ha
mais de 3000 anos, envolvendo Vvarios estudiosos matematicos. E um dos mais importantes

teoremas damatematica. Seu enunciado é dividido em duas partes:

Teorema Fundamental do Calculo — Parte I: Se f for continua em [a, b], entdo
a
acfuncéo g definida por g(x) = [~ f(t)dt, a<x<b € continua em [a,b] e derivavel
em (a,b) e g'(x) = f(x). (STEWART, 2010, p 359).
Esta primeira parte do TFC afirma que a funcdo continua g(x) = f’;f(t)dt, é uma
primitiva (ou antiderivada) de f. Graficamente pode ser interpretada como a funcdo que

calculaa area sob o grafico de f de a até x, onde x pode varia de a até b.

y=1t)

Fonte: Flemming e Gongalves (2013), p. 265.

Observe que g depende somente de x, que aparece como variavel superior do limite
daintegral. Se x for um nimero fixado, entdo a integral € um namero definido. Se variarmos
x, 0 numero da integral acima também varia definindo uma funcdo de x, que no caso

denotamos por g(x). Esta fungéo g apresenta grande utilidade na parte 11 da demonstragéo
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do TFC pois, por meio dela, podemos determinar valores reais para a integral de uma
determinada funcdo continua f, estabelecida em um intervalo fechado [a, b], a partir da

diferenca entre as respectivasimagens de b e a pela fungdo primitiva de f.

Teorema Fundamental do Céalculo — Parte IlI: Se f for continua em [a, b],
entdo

a[b f(x)dx = F(b) — F(a), onde F é qualquer primitiva de f, isto é, uma funcéo tal
que
F'(x) = f(x). (STEWART, 2010, p 361).

Em suma, podemos agora calcular a integral definida determinando inicialmente a
integral indefinida (como definido na parte 1) correspondente e, em seguida, obter a
diferenca entre os valores numéricos desta para os extremos de integracdo (superior menos

inferior) obtidos pelas imagens de F. Para exemplificar a parte 1l do TFC, utilizaremos
a integral fob x2dx que calculamos na secdo 2.2.1 usando de defini¢do de integral definida.

Para tal, necessitamos inicialmente conhecer uma primitiva F tal que F'(x) = x2. Néo
obstante, com o conhecimento de derivacdo, deduzimos que F(x) = x3/3. Aplicando a

parte I do TFC temos

b b3 03 b3
foxzdx=F(b)—F(a) =3 3 3
Entdo, do TFC podemos estabelecer que se tomarmos primeiro a fungdo F(x), a
diferenciarmos e depois integrarmos o resultado, chegaremos de volta a funcdo original F.
De forma andloga, se integramos uma funcdo continua f e, e seguida, derivarmos o

resultado, obteremos a fungéo original f.

Resumindo temos que:
DIFERENCIACAO INTEGRACAO

PROCESSOS INVERSOS

Na proxima secdo compartilha-se o objetivo e a questdo que norteia a investigacao

desta pesquisa.
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2.3. O PROBLEMA

Gil (2008, p 33) descreve problema na acepcdo cientifica, como qualquer questdo
ndo resolvida e que é objeto de discussdo, em qualquer dominio do conhecimento. Neste
sentido, as inquietac@es iniciais do autor deste trabalho sobre o porqué a existéncia de um
teorema no estudo do calculo denominado de “fundamental” e o ndo esclarecimento desse
fato quando cursou a disciplina, se mostrou pertinente e ndo resolvida em primeira
instancia.

Ao postular-se o problema, hove o pressuposto de compreender melhor o TFC bem
como suas dificuldades apresentadas no ensino e aprendizagem do mesmo.O primeiro passo
dado foi fazer uma busca por artigos que tratassem do tema, os quais foramencontrados 0s
trabalhos dos autores: Melchiors, A e Soares, M. (2013), Fulini (2016), Moreira (2016),
Filho (2001), Souza (2012), Silva (2019) e Silva (2016). Tais artigos apontavam o0
contexto historico do desenvolvimento do TFC e também como demonstrar e aplicar o
teorema. A leitura dos artigos, o estudo historico do tema embasados em Eves (2011) e
Boyer (1974), os varios e vastos momentos de reflexdo do autor deste trabalho e os
encontros de orientacdo, mostraram alguns aspectos interessantes sobre o TFC, que
desencadeou nadesisténcia da ideia de fazer uma pesquisa de campo, com alunos do curso
de licenciatura em matematica da UNEB/Campus Il. O novo caminho tracado foi o de
realizar uma busca por mais pesquisas, no caso dissertacdes e teses nacionais, que tratassem
do TFC, no intuito de compreender melhor e ainda mais esse conteudo que é fundamental

no estudo do Calculo.

Portanto, o objetivo deste trabalho monogréafico € o de pesquisar e analisar teses e
dissertacGes de autores nacionais no periodo de 2006 a 2021, que abordem sobre o
Teorema Fundamental do Célculo, no intuito de responder a seguinte questdo: quais foram
as contribuigdes dos autores de dissertacdes e teses sobre o “Teorema Fundamental do

Calculo”
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3. METODOLOGIA

De acordo com 0 objetivo tragado, caracterizamos a presente pesquisa como sendo de
natureza qualitativa, que Coswell (2010, p. 206) define como sendo aquela que:

[...] emprega diferentes concepcdes filosoficas; estratégias de investigacdo; e
métodos de coleta, analise e interpretacdo dos dados. [...] os procedimentos
qualitativos baseiam-se em dados de texto e imagem, tém passos singulares na
analise dos dados e se valemde diferentes estratégias de investigacao.

Investigacdo qualitativa esta, que optou-se por realizar uma revisdo de trabalhos
“mapeados” no sitio da Coordenacdo eAperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior
(CAPES®), que € um acervo brasileiro que contém teses e dissertacdes nocampo do ensino e
aprendizagem da matematica.

Este tipo de pesquisa ¢ denominado “estado da arte” ou “estado de conhecimento”,
queconforme Ferreira (2002), traz em comum o desafio de mapear e discutir publicacdes
existentes sobre determinada area de conhecimentos, que possam ter sido desenvolvidas em
épocas distintas, sob perspectivas e condi¢des diferentes determinadas dissertacbes de
mestrado, teses de doutorado, publicacdes em periddicos e comunicagdes em anais de
congressos e de seminarios. Optamos por classificar a presente pesquisa como bibliografica
dotipo “estado da arte”.

A escolha se deu por acreditarmos que esse tipo de investigacdo nos permitird inferir
e interpretar os dados coletados nas teses e dissertacdes que forem selecionadas, sob uma
perspectiva que envolve contextos e concepcdes das quais ndo sdo possiveis serem
mensuradase analisadas por meio da pesquisa quantitativa. Nossa expectativa € gque 0 nosso
estudo gere novos resultados e que possa contribuir para ampliar as produc@es cientificas e
o0s conhecimentos relativos ao TFC.

Trabalhos desta natureza se comprometem em inventariar as pesquisas ja existentes,
gue podem se encontrar esparsadas e em primeiro olhar desconexas mesmo abordando o
mesmotema, tal justificativa para a importancia deste tipo de obra é salientada por Soares
(1987) afirmando a necessidade do “estado de conhecimento” para 0 processo de evolugéo
da ciéncia, pois ao organizar e acumular resultados ja& obtidos sobre determinado
conhecimento, possibilitam a identificagdo de novas lacunas a serem preenchidas,
comparac0es entre resultados e integracdo das mesmas.

Em conformidade com Gil (2008, p.50), classificamos essa pesquisa como

bibliografica que segundo o autor € aquela desenvolvida a partir de material ja elaborado,
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constituido principalmente de livros e artigos cientificos. Refere também, que tal pesquisa,
se utiliza fundamentalmente das contribui¢cbes dos diversos autores sobre determinado

assunto, o que vaiao encontro do objetivo tracado por nds para esse trabalho.

Gil (2008, p.51) explica que parte dos estudos exploratérios podem ser definidos
comopesquisas bibliograficas, assim como certo nimero de pesquisas desenvolvidas a partir
da técnica de analise de conteudo, que segundo Bardin (2011, p. 45), possui funcdo de
inferéncia,ou seja, “a operacao ldgica pela qual se admite uma proposi¢éo em virtude da sua
ligacdo com outras proposicOes ja aceitas como verdadeiras”. Afirma também que é um

conjunto de técnicade analise das comunicacdes visando:

[...] obter por procedimentos sistematicos e objetivos de descricdo do contetdo
das mensagens indicadores (quantitativos ou ndo) que permitam a inferéncia de
conhecimentos relativos as condi¢es de producdo/recepcao (variaveis inferidas)

dessas mensagens. (BARDIN, 2011, p. 48).

Assim a analise de conteido apresenta caracteristicas que no possibilitam responder
a questdo que norteia essa pesquisa: quais foram as contribuicBes dos autores de
dissertaces e teses sobre o “Teorema Fundamental do Calculo”? Bardin (2011) descreve
trés frases da andlise de conteudo:

e Pré-andlise;
e Exploracédo do material;
e O tratamento de resultados, a inferéncia e a interpretacao.

Na proxima sec¢do, apresentaremos 0s procedimentos metodoldgicos adotados para
cumprir a fase da pré-analise, sendo essa 0 inicio da pesquisa, encarregada de coletar e

organizaros documentados a serem investigados.

3.1. AFASE DA PRE-ANALISE

O objetivo tracado nos levou naturalmente a decisdo sobre o corpus que iriamos
analisar, qual seja: dissertacOes de mestrado e teses de doutorado no contexto do ensino e
aprendizagem da matematica que tratam do tema ‘teorema fundamental do calculo’. Em
nossa pesquisa talbusca foi primordialmente realizado no banco de teses e dissertagdes
da CAPES, ja que é uma plataforma que contémtodos os trabalhos dos programas strictu
sensu e de doutorado, além da sua facil acessibilidade. A partir dai deu-se inicio a fase da

pré-analise que é considerada por Bardin (2011) como a fase de organizacéo e corresponde
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aum periodo de intui¢des, mas que tem por objetivo:

[...] tornar operacionais e sistematizar as ideias iniciais, de maneira a conduzir a
um esquema preciso de desenvolvimento das operagdes sucessivas, num plano de
analise. [...] Recorrendo ou ndo ao computador, trata-se de estabelecer um
programa que, podendo ser flexivel (quer dizer, que permita a introducdo de
novos procedimentos no decurso da analise), deve, no entanto, ser preciso.
(BARDIN, 2011, p. 125)

Bardin (2011) caracteriza esta fase como um periodo onde o pesquisador devera
organizar o conteudo de pesquisa definido anteriormente, formular hipdteses e objetivos e
elaborar indicadores que fundamentem a intepretacdo final. Na secdo sucedente
descrevemos como ocorreram o recolhimento dos documentos que constavam no portal da
CAPES.

3.1.1. “Mapeando” 0s documentos

Na nossa busca no sitio da Capes, digitamos inicialmente a palavra-chave Teorema
Fundamental do Calculo, a qual gerou como resultado 1.350.675 pesquisas, das mais
diversasareas de conhecimento, das quais ndo necessariamente tinham o TFC como objeto
de estudo.

Resolvemos utilizar a mesma palavra-chave, sé que colocando-a entre aspas, pois
serve para buscar frases exatas e que aparecam nessa ordem. Com isso, conseguimos
reduzir o resultado para trinta (30) pesquisas, sendo 7 teses e 23 dissertacdes, sendo treze
(13) de mestrado profissional e dez (10) de mestrado académico.

Vale ressaltar que inicialmente pensamos em mapear as pesquisas num periodo de
10 anos, compreendendo de 2011 a 2021, mas a pesquisa no sitio da CAPES retornou um
numerode trabalhos académicos possiveis de serem tratados, sem haver a necessidade de
criarmos filtros de refinamentos, o que nos levou a fixar o periodo dos anos encontrados nas
dissertacdese teses, que foi de 2006 a 2021.

A etapa seguinte foi a tentativa de salvar estes trabalhos em “nuvens” para ndo os
perder. No entanto, percebemos que em 10 deles aprecia a frase “Trabalho anterior a
Plataforma Sucupira” e com isso ndo conseguimos ter acesso ao download da obra na
plataforma. Nas vinte (20) pesquisas restantes apareciam a opgdo “detalhes” que clicando
nos dava acesso a algumas informacdes sobre o trabalho, entre elas o resumo.
Desses,conseguiu-se fazer o download de dez (10), pois nos outros dez (10), no local que
era destinado para baixar a pesquisa estava escrito: “resultado nao encontrado”.

Como tinhamos vinte (20) documentos ndo disponiveis para download no sitio da
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CAPES, resolveu-se buscar os arquivos no Google Académico, digitando o nome do
trabalho e do autor, sendo redirecionados aos respectivos repositorios académicos das
universidades de origem dos programas. Conseguimos desse modo fazer o download de
mais quatroze (14) obras, disponiveis em formato PDF. Infelizmente, ndo foram localizados

seis (06) trabalhos, sendo estes desconsiderados nesta pesquisa:

Quadro 1: Pesquisas ndo localizadas.

Autor Ano | Titulo

Palaro 1998 | O Teorema Fundamental do Célculo e a Obra de H. Lebesgue

Jacyntho | 2008 | Uso de episddios historicos e de geometria dindmica para desenvolvimento de
conceitos de integral de Riemann e do teorema fundamental do célculo para
funcgdes de variavel real.

Grigoletto | 2014 | Equacdes Diferenciais Fracionarias e as FuncGes de Mittag-Leffler

Gomes On Fuzzy Differential Equations

Simoes 2017 | Sobre equacdes diferenciais para processos fuzzy linearmente correlacionados:
aplicagdes em dindmica de populacdo

Oliveira | 2018 | Derivadas fracionarias: generalizagdes

Fonte: Dados da pesquisa

Foram baixados e armazenados o0s vinte e quatro (24) trabalhos encontrados na
busca do sitio da CAPES emmidia digital — computador, pendrive, HD externo e nuvem
de dados privados-para posterior consulta. Mostraremos a seguir como foi realizada a

leitura flutuante desses documentos “mapeados”.

3.1.2. Leitura “flutuante” e as pesquisas pré-selecionadas

Bardin (2011) sugere que deve ser feita uma leitura superficial do material
inicialmentecoletado, da qual a mesma denomina de leitura flutuante e que proporciona ao
pesquisador situar-se sobre o material encontrado, do que se trata e se apresenta alguma
relagdo com o conteudo de pesquisa. Para a autora, o objetivo é estabelecer contato com os
documentos dos quais serdo analisados, como também gerar impressoes e orientacdes sobre
a obra.

Dessa forma, iniciamos a leitura flutuante buscando inicialmente pelo nome do
tema, Teorema Fundamental do Calculo, no titulo e nas palavras-chave, sendo que em 13
deles ndolocalizamos. 1sso nos levou a uma leitura superficial do resumo constatando que
continha otermo Teorema Fundamental do Céalculo. O quadro seguinte mostra o resultado

dessa busca:
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Quadro 2: Resultado da busca do termo “Teorema Fundamental do Calculo”.

Secdo da pesquisa em que foi localizado

Autor Titulo Palavras-chave Resumo
Leal, AS.L. X
Leite, A.P. X

Grande, A.L. X X X
Guedes, A.S. X
Picone, D.F.B. X X X
Machado, G.P. X
Andersen, E. X X X
Nobrega, G.A.S.
Anacleto, G.M.C. X X X
Matos, L.S. X
Campos, R.P. X X X
Pereira, M.E. X
Silva, R.S.R. X X X
Santos, W.C. X X X
Santos, A.S. X
Silva, A.P.R.C. X
Alonso, E.P. X X X
Kondo, P.K.
Soares, F.P.B. X
Marco, M.L.B. X X X
Silva, D.F. X X
Rachelli, J. X
Reis, T.L.B. X
Mattos, B.D. T. X

Fonte: Dados da pesquisa.

Os dados do quadro 2 apontam que quase dois tercos das producdes académicas pré-
selecionadas apresentavam o tema “Teorema fundamental do Calculo” no resumo,
sugerindo que este ndo era o foco principal destas obras. Assim, empreendeu-se uma leitura
mais apurada dos resumos para conhecer o objeto de investigacdo de cada obra, a
similaridade entre os trabalhos e se apresentavam familiaridade ao tema proposto para
nossa pesquisa. Na proxima secédo, sera exibidas as as pesquisas selecionadas com leitura

efetuada.

3.1.3. Pesquisas Selecionadas
Ao realizarmos a leitura dos resumos, mapeando os objetivos de cada producdo,
percebeu-se que quinze (15) - Quadro 3 — dos vinte e quatro (24) trabalhos pré-selecionados
ndo se enquadravam no proposito desta pesquisa, pois suas contribuigdes ndo se referiam ao

tema “Teorema Fundamental do Céalculo”.
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Quadro 3: Pesquisas pré-selecionadas que ndo foram aproveitadas.

Autor Ano Titulo

Pereira, M.E. 1999 | Uma Generalizacdo da Integral de Riemann

Nobrega, G.A.S. | 2010 | Integrais de Linha Intervalares: Fundamentos e Aplicacdes

Guedes, A.S. Evolugdo no Calculo de Areas de Figuras Planas: de Arquimedes a
Newton

Leite, A.P. 2013 | Fung0es elementares de primitiva ndo elementar

Matos, L.S. compreensdes sobre derivada e integral com o uso de um cas on line:
um estudo com alunos do terceiro ano do ensino médio

Santos, A.S. 2014 | Preenchimentos aplicados no célculo de &reas de regifes parabolicas

Kondo, P.K. Calculo Finito: Demonstracdes e Aplicagdes

Reis, T.L.B. Integral Definida: contetdos de ensino e estratégias de aprendizagem

Leal, AS.L. 2015 | Incerteza Intervalar em Otimizacédo e Controle

Soares, F.P.B. Conceitos e Ideias do Calculo Diferencial e Integral

Silva, A.P.R.C. Calculo de Areas no Ensino Médio

Rachelli, J. 2017 | Compreensdo dos conceitos de derivada classica e derivada fraca:
analise segundo o modelo cognitivo APOS

Mattos, B.D. T. | 2018 | Calculo de &reas sem o uso do Teorema Fundamental do Calculo

Machado, G.P. Introdugdo a Analise N&o Standard

Silva, D.F. 2019 | Uma introducéo & integral de Riemann contextualizada ao Ensino
Médio.

Fonte: Dados da pesquisa

Com este refinamento reduziu-se o numero do nosso corpus para nove (09)

documentos (Quadro 4) para serem analisados e dai podermos responder a questdo

norteadora dessa pesquisa.

Quadro 4: Trabalhos selecionados para constituicdo do corpus de pesquisa

Trabalhos selecionados

'\P/I '\A/j D Instituicdo Programa UF
- 4 1 D em Educacdo Matematica SP
PUC-SP . -

1 — MP em Ensino de Matematica SP

- UNESP MA em Educacdo Matematica SP

- 1 cad UFRJ MA em Ensino da Matematica RJ

- cada UFSCar MA em Ensino de Ciéncias Exatas SP

1 7 1 Total de trabalhos “selecionados”: 9

MP: mestrado profissional; MA: mestrado académico; D: doutorado.

Fonte: Dados da pesquisa.

Vale ressaltar que no apéndice deste trabalho colocamos o inventario produzido com

uma descricdo detalhada de todos os 9 trabalhos.

Com os documentos selecionados, 0 proximo passo da nossa pesquisa foi o de

efetuar o tratamento dos mesmos, processo este que Bardin (2011) caracteriza como
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codificacéo e que, segundo Baqueiro (2016), depende da natureza do problema, bem como
do arcabouco tedrico e do problema norteador da investigacdo. Na secdo seguinte, serdo
relatados os procedimentos realizados nesta etapa, ao qual fazem parte a escolha das

unidades de andlise e a categorizacao.

3.1.4. A fase da codificacdo

Esta fase da pesquisa caracteriza-se por organizar sistematicamente os dados
inicialmente coletados e sem nenhum tratamento até entdo. Bardin (2011) refere que esta
etapacorresponde a uma transformacéo pautada mediante regras precisas, como por recorte,
agregacdo e enumeracdo, capacitando ao analista construir uma representacao do contetdo.
A autora registra que ocorre no processo de recorte a identificagdo das unidades, sendo
estas a unidade de registro e de contexto.

Bardin (2011) ressalta que a unidade de significacdo se liberta naturalmente de um texto
analisado, segundo critérios relativos a teoria que serve de guia a leitura. Afirma também
queo tema é geralmente utilizado para estudar tendéncias, 0 que por osmose comunga
com oobjetivo da nossa pesquisa que € o de pesquisar e analisar teses e dissertacGes
de autores nacionais, no periodo de 2006 a 2021, que abordem sobre o Teorema
Fundamental do Célculo.

O estudo da unidade tematica, segundo Bardin (2011), corresponde a descobrir
0s “nucleos de sentido” que compde determinada comunicacdo e cuja presenga, ou
frequéncia deaparicdo, podem significar alguma coisa para o objetivo analitico escolhido.
Partindo desse pressuposto, realizou-se o fichamento dos nove (09) trabalhos académicos,
identificando no resumo as seguintes informacgdes: objetivo da pesquisa; objeto

matematico de estudo, apontamento doresultado encontrado, sujeito destinatario.

Escolhida a unidade de registro, a etapa seguinte foi a de determinar a unidade de
contexto a qual Bardin explica que corresponde ao segmento de mensagem, cujas
dimensoes (superiores as de unidade de registro) sdo O6timas para que se possa compreender
a significacdoexata da unidade de registro (BARDIN, 2011, p. 137). Para a autora a unidade
de contexto pode ser a frase para a palavra e o paragrafo para o tema. Assim, com base nos
fichamentos que foram preenchidos a partir do resumo dos nove (09) trabalhos
selecionados, conseguimos identificar paragrafos no resumo que nos permitiram uma
melhor compreensdo do tema (unidade de registro), fazendo com que estes trechos se

constituissem nas nossas unidades de contexto.
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Com as unidades de contexto consolidadas, fomos cruzar as informagbes dos
fichamentos a fim de obtermos caracteristicas semelhantes. Etapa esta que (Bardin, 2011,
p.147) denomina de categorizacdo e que consiste em uma “operagdo de classificacdo de
elementos constitutivos de um conjunto por diferenciacdo e, em seguida, por reagrupamento
segundo o género (analogia), com critérios previamente estabelecidos”.

Na proxima secgdo, serdo descritas as categorias e subcategorias criadas a partir das

unidades de registro e de contexto escolhidas.

3.1.5. Escolha das categorias e subcategorias

Com a escolha da unidade de contexto realizada, um importante passo foi dado, pois
asunidades de contexto capacitam uma melhor compreenséo da unidade base corroborando
para a definicdo das categorias a serem criadas, que segundo Bardin (2011) sdo “rubricas ou
classesas quais reinem um grupo de elementos (unidade de registro, no caso da analise de
contetido) sob um titulo genérico, agrupamento esse efetuado em razdo das caracteristicas
comuns desteselementos.”

O preenchimento e posterior leitura dos fichamentos nos fez perceber que a unidade
de registro era abordada sob quatro diferentes perspectivas, que deram origem as quatro
seguintescategorias:

Categoria 1: O TFC na perspectiva do aluno. Este agrupamento abrangeu uma
tese e cinco (05) dissertacoes.

Categoria 2: O TFC na perspectiva do professor. Este agrupamento abrangeu
duas (02) dissertacoes.

Categoria 3: O TFC na perspectiva do livro didatico. Este agrupamentoabrangeu
uma (01) dissertacéo.

Categoria 4: O TFC numa perspectiva histdrica e epistemologico. Este

agrupamento abrangeu uma (01) dissertacao.

A principio, a segregacdo do corpus nestas quatro categorias se mostrou suficiente
parafazermos as inferéncias. Contudo, apoés reiteradas releituras dos resumos e tentativas de
agrupamento dos documentos para andlise, detectamos a necessidade de subdividir e
reagruparas quatro (04) categorias, criando subcategorias, conforme apresentado no Quadro
5.
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Quadro 5. Subcategorias que emergiram das quatro categorias.

CATEGORIA 1
Subcategorias Tipo de documento
Aprendizagem do TFC com o uso | Trabalhos académicos que abordam o processo de
de calculadora gréafica (ACCG) aprendizagem do TFC utilizando softwares e calculadoras

graficas, explorando aspectos visuais e graficos das ideias
mobilizadas pelos alunos.

Aprendizagem do TFC sem o uso | Trabalho académico que investigou as ideias mobilizadas

de calculadora grafica (ASCG) pelos alunos sem utilizar o recurso tecnol6gico da calculadora
gréfica.
CATEGORIA?2
Subcategorias Tipo de documento

Representacdes mobilizadas por | Trabalho académico que investigou quais registros de
professores no ensino do TFC representacdo semidtica sdao mobilizados por professores no
(RMPE). ensino do TFC.
Aplicacdo do TFC por meio da Trabalho académico que apresenta uma sequéncia didatica
Modelagem Matemaética (AMM) | para o ensino do TFC e que utiliza o software Geogebra como
recurso para resolucdo dos problemas.
CATEGORIA 3
Subcategoria Tipo de documento
Representacdes mobilizadas em | Trabalho académico que analisa os tipos de registros de
livros didaticos que abordam o | representacdo semidtica presentes em livros didaticos de
TFC (RMLD) Calculo.
CATEGORIA 4
Subcategoria Tipo de documento

Ideais envolvidas no processo @ Trabalho académico que apresenta historicamente e
historico e epistemoldgico do TFC | epistemologicamente a evolug¢do do conceito do TFC como
(IEHE) forma de construcéo do conceito atual.

Fonte: Autor da pesquisa.

Com base nas categorias e subcategorias criadas, prosseguiremos ao levantamento e
andlisedas contribuicGes deferidas pelos autores dos trabalhos que comp&em o corpus deste
trabalho. A anélise das categorias e subcategorias serdo realizadas seguindo, com
adaptacdes, o roteiro proposto por Baqueiro (2016):

Com base nos resumos dos trabalhos académicos, fazer a apresentacdo das pesquisas.
Realizar, quando necessario, uma andlise cruzada das informagdes importantes contidas
nos paragrafos dos resumos das pesquisas que encontram-se dentro de uma mesma
subcategoria, promovendo desta forma um “dialogo” entre elas, trazendo a discussao
algumas das conclusbes dos trabalhos, procurando por pontos de convergéncias ou
divergéncias.

Uma sintese com a exposicdo das nossas consideragdes sobre cada
categoria/subcategoria, apresentando um resumo das contribui¢des dos autores sobre o

tema “Teorema Fundamental do Calculo”.
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Na secdo seguinte apresentaremos o resultado da exploracdo, tratamento e
interpretacdo das nove (09) pesquisas selecionadas, de acordo com as categorias e

subcategorias que emergiram na fase da pré-anélise.

4. EXPLORACAO, TRATAMENTO E INTERPRETACAO

4.1. CATEGORIA1

Na presente secdo, apresenta-se certos atributos das pesquisas desse grupo, por
julgamos preponderante conhecer a distribuicdo espacial e a evolu¢do no enfoque dessas
producdes académicas. Os dados apresentados no quadro abaixo subsidiardo nossos
comentarios.

Quadro 6: Detalhes das pesquisas da Categoria 1
Categoria 1: O Teorema Fundamental do Célculo sob perspectiva do aluno

Autor Ano Instituicéo Subcategoria
Silva, R.S.R. 2006 UNESP ACCG
Anacleto, G.M.C. 2007 ASCG
Andersen, E. 2011 PUC-SP
Grande, A.L. 2013 ACCG
Alonso, E.P. 2017 UFRJ ACCG

Fonte: Dados da pesquisa.

Nessa categoria os trabalhos académicos voltados ao ensino do TFC se concentram
na regido sudeste do pais, em especial na regido sudeste e, mais particularmente no eixo
Rio-Sdo Paulo, com um nimero maior no estado de Sdo Paulo. Séo trabalhos cujo foco sdo
as ideias mobilizadas pelos alunos durante uma investigacdo sobre o TFC, em sua grande
maioria utilizando recursos tecnoldgicos e a coleta de dados realizadas por instrumentos
como questionarios e oficinas.

A subcategoria ‘Aprendizagem do TFC com o uso de calculadora grafica (ACCG)’
engloba quase 84% da categoria 1. Nossa expectativa era de que as contribuices desses
trabalhos apontassem de que forma os recursos tecnolégicos, a exemplo da calculadora
grafica, contribuiam para o ensino do TFC. Ja na subcategoria ‘Aprendizagem do TFC sem o
uso de calculadora grafica (ASCG)’ espera-se que o unico trabalho encontrado possa elucidar
outras formas de mobilizar um melhor aprendizado do aluno a respeito do TFC, que podera
servir deintervengédo de ensino, para um momento em que o professor ndo deseje ou ndo

disponha do recurso da calculadora grafica.
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Apresenta-se na seguinte se¢do, as analises das duas subcategorias:

4.1.1. Resumos dos trabalhos da subcategoria ACCG

Foram selecionados 3 dissertagbes e uma tese, sendo 0s programas de pos-
graduacOes voltados para o campo da Educacdo Matematica, Ensino de Matematica e

Ensino de Ciéncias Exatas.

Quadro 7: Pesquisas classificadas na subcategoria ACCG.
Aprendizagem do TFC com o uso de calculadora gréafica (ACCG)

Cddigo Autor Titulo

ACCG; Silva (2006) = A investigagdo do Teorema Fundamental do Céalculo com
calculadoras graficas

ACCG; Andersen As ideias centrais do Teorema Fundamental do Calculo mobilizados
(2011) por alunos de licenciatura em Matematica

ACCG; Grande Um estudo epistemoldgico do Teorema Fundamental do Célculo
(2013) voltado ao ensino

ACCGs Alonso Aspectos visuais e grafico do Teorema Fundamental do Célculo
(2017)

Fonte: Autor da pesquisa.
A seguir, serd comentado cada uma das pesquisas, procedendo em seguida a uma
andlise cruzada dos dados e, no final a uma reflexdo sobre a influéncia desses

conhecimentos sobre o ensino e aprendizagem do Teorema Fundamental do Célculo.

Silva (2006) - ACCG;

Esta dissertacéo teve por objetivo investigar como o0s estudantes com a utilizagcdo do
recurso calculadora gréfica T1-83 mobilizam os conhecimentos a respeito do Teorema
Fundamental do Calculo. Para tanto, Silva (2006) fundamentou-se na perspectiva
epistemoldgica Seres-Humanos-com-Midia, que evidencia o papel das tecnologias no
processode produgdo do conhecimento.

O pesquisador desenvolveu o experimento em duas sessdes com alunos do primeiro
ano da graduacdo em matematica, separando-os em duplas, onde na primeira sessdo 0s
alunos utilizaram a calculadora TI-83 para investigar os conceitos da soma de Riemann e
Integragcdo. Na segunda sessdo os alunos utilizaram a funcéo integragdo da calculadora,
juntamente com papel e lapis, estabelecendo conjecturas sobre o TFC.

O autor evidencia a importancia da experimentacdo com a calculadora gréfica no
processo de investigacdo para a conjectura do TFC e posteriormente a demonstracao,

destacando-se a abordagem intuitiva das noc¢Ges do objeto matematico estudado, como fator
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estimulador, possibilitando o engajamento gradativo dos alunos em “discussdes atematicas
dedutivas” a partir dos resultados obtidos experimentalmente com as atividades propostas

na pesquisa.

Andersen (2011) - ACCG:
O objetivo desta dissertacdo foi o de investigar quais processos mentais poderiam

intervir e serem combinados no desenvolvimento de atividades envolvendo a expressdo
F(x) = f;f(t)dt. Além disso, Andersen (2011) verificou se esse tipo de atividade

favoreceria a compreensao das ideias centrais que envolvem o TFC.

A autora fundamentou-se no texto de Tommy Dreyfus, intitulado “Processos de
Pensamento Matematico Avancado”, que privilegia o ensino por descoberta, por tentativa e
erro, como também se utilizou de algumas fases da engenharia didatica.

Para a obtencdo dos dados, a pesquisadora elaborou um instrumento de
pesquisaaplicado a 14 estudantes do curso de licenciatura em Matematica, com o auxilio do
software Winplot, resultando na indicacdo dos seguintes processos do PMA que foram
mobilizados: visualizagcdo, representacdo, mudanca entre representacfes, definigéo,
validacdo, descoberta, generalizacdo e sintese. Isso possibilitou que os alunos
conjecturassem que a integracdo e a derivacdo sao operacgdes inversas entre si, aos quais 0S

alunos se apropriaram das inter-relacdesenvolvidas no TFC.

Grande (2013) - ACCGs

Esta tese realizou um estudo didatico e epistemoldgico do Teorema Fundamental do
Caélculo, apresentando como resultado uma proposta de interven¢do de ensino que procurou
fazer emergir a relacdo entre as operagdes de integracdo e derivacdo e sob quais condi¢bes
se estabelece esta relacéo.

Utilizou-se os seguintes referenciais tedricos: Henri Poincaré (1995), bem como as
categorizacOes da intuicdo e as inter-relacdes entre os componentes formal, algoritmico e
intuitivo de Efraim Fischbein (1991) e Tall (1991) sobre o papel da visualizagdo no ensino
do Célculo e as inter-relagfes com a intuigdo e o rigor.

A questdo norteadora desta pesquisa foi: uma intervencao de ensino com a utilizacéo
doaplicativo GeoGebra, baseada nos principios da intuicdo contribui na compreensdo da
relacdo existente entre as operacOes de integracdo e derivagdo, por meio de uma situagéo
problema que propicie emergir e evidenciar tais relacbes? A andlise mostrou resultados

melhores por parte dos estudantes nas atividades matematicas, quando o eixo das interacdes
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entre 0os componentesalgoritmico, formal e intuitivo é trabalhado em conjunto com o eixo

relacionado a questdo da visualizagdo no ensino e aprendizagem do Célculo.

Alonso (2017) - ACCGa

O objetivo desta dissertagdo foi o de investigar a utilizagdo de recursos visuais e
graficos na aprendizagem matematica, especialmente na do Teorema Fundamental do
Célculo, e que conceitos matematicos sdo evocados pelos alunos ao participarem de
atividades relacionadas ao TFC, estimulados por meio de tal pratica pedagdgica. Como
suporte tedrico, Alonso (2017)apropriou-se da perspectiva de Tall &Vinner e de Fischbein,
que consideram importante o papel da visualizagdo e da intuicdo no processo de ensino e
aprendizagem.

A pergunta norteadora dessa investigacao constitui-se como: Que contribui¢cdes uma
proposta visual/grafica do TFC pode ter para o entendimento deste resultado? Para
responder esta pergunta, o pesquisador laborou um questionario, aplicou uma oficina e por
fim uma entrevista com graduandos dos cursos de Licenciatura em Matematica e de
Ciéncias da Computacdo da Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro. Como
ferramenta auxiliadora, foi utilizado o software GeoGebra, por acreditar ser uma ferramenta
rica em possibilidade alternativa de representacdo dinamica dos conceitos matematicos.

O autor concluiu que durante as atividades com computadores, a exploragdo e inter-
relacbes entre representacOes visuais/graficas foram intensificadas, do qual o mesmo
conjecturaque tanto a exploracdo quanto as representacGes visuais/graficas desenvolvem

aspectos intuitivos na producdo do conhecimento matematico.

4.1.2. Analise cruzada das dissertacdes da subcategoria ACCG
Encontra-se como ponto em comum ao cruzarmos essas producdes

académicas, 0 quéo benefico se mostrou a utilizacdo da calculadora grafica no processo de
aprendizagem do aluno, possibilitando o “transito” entre as diversas representacdes do
conhecimento exibido, bem como estimula o aluno a investigar os conhecimentos
concernentes ao TFC por esses recursos tecnologicos disponibilizarem inimeras fungées de
exploracdo. Em resumo, as pesquisas apontaram que a experimentagédo com a calculadora
grafica no ensino do TFC é importante:
e No processo de investigacdo para a conjectura do TFC e posteriormente a

demonstracao.

e Como fator estimulador de uma abordagem mais intuitiva, possibilitando o



37

engajamento gradativo dos alunos em “discussdes matematicas dedutivas”.

e Na mobilizacdo de processos do PMA tais como: visualizacdo, representacao,
mudanca entre representacoes, definicdo, validacdo, descoberta, generalizacdo e
sintese.

e Possibilitar aos alunos a conjectura e apropriacdo das inter-relagdes envolvidas no
TFC.

e Permitir interacbes entre o0s componentes algoritmico, formal e intuitivo
trabalhando em conjunto com o eixo relacionado a questdo da visualizacao.

e A exploragdo e inter-relagdes entre representacfes visuais/graficas desenvolvendo
aspectos intuitivos na producdo do conhecimento matematico.

Destaca-se ainda algumas contribuicdes inferidas na analise desses trabalhos que
acreditamos, resultardo em uma melhora no ensino do TFC:

e Utilizacdo de calculadoras graficas no ambiente de sala de aula promovendo
melhor interagéo entre os componentes cognitivos e 0s conhecimentos anterioresdo
gual o aluno carrega consigo;

e Utilizacdo de situagdes problemas como abordagem introdutdria do contetdo, ou
como abordagem exploratdria ap6s o TFC ser ministrado pelo docente, pois as
situacbes problemas promovem a mobilizagdo entre os conceitos de maneira

natural;

4.1.3. Resumo do trabalho da subcategoria ASCG
Nesta subcategoria esta a obra agrupada segundo a abordagem do TFC sob a
perspectivado aluno, e que ndo utilizam para fins de investigacdo as calculadoras gréaficas

como instrumento na pesquisa. Tal producéo é apresentada com base em seu resumo.

Quadro 8. Pesquisa incluida na subcategoria ASCG
APRENDIZAGEM DO TFC SEM O USO DE CALCULADORA GRAFICA

Cadigo Autor Titulo
ACCG; Anacleto Uma investigacdo sobre a aprendizagem do Teorema Fundamental
(2007) do Célculo

Fonte: Dados da pesquisa.
Por figurar um unico trabalho nessa subcategoria apresentaremos um resumo da

mesa seguida de uma sintese como resultado da nossa analise.
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Anacleto (2007) - ASCG1
Esta dissertacdo teve por objetivo investigar os conhecimentos mobilizados por
alunos que ja haviam estudado o TFC, relativamente aos conceitos de derivada e integral e

sua interag&o.

A pesquisa fundamentou-se nos pressupostos tedricos da dialética ferramenta-objeto
e jogos de quadros de Douady (1987) e teve também como base a pesquisa realizada por
Segadas(1998) sobre a compreensdo do TFC pelos alunos ao final do curso de Célculo.

O pesquisador desenvolveu um questionario-piloto como instrumento de pesquisa
que inicialmente foi aplicado a alunos do curso de Ciéncia da Computacdo de uma
universidade particular da cidade de S&o Paulo, todavia estes alunos ndo haviam recebido o
contetdo relativoao TFC com a profundidade requerida pela pesquisa. Assim, o autor
precisou reestruturar o questionario-piloto, aplicando para estudantes do curso de
Licenciatura em Matematica desta mesma universidade, onde essa disciplina dispunha de
uma maior carga horéria.

Anacleto (2007) verificou que a maioria dos alunos encontrou dificuldades para
solucionar problemas em que poderiam ter sido resolvidos com interpretacGes gréficas, pois
este resultado demonstra que os obstaculos dos estudantes para compreender o TFC estdo
relacionadas com a falta de mobilizacdo das nocdes de derivada, integral e continuidade,
utilizando apenas parcialmente estes conhecimentos para a solucdo dos problemas

apresentadosno questionario.

4.1.4. Sintese da subcategoria ASCG
A pesquisa de Anacleto (2007) trouxe uma importante contribui¢cdo no sentido de
refletirmos sobre como é preciso, enquanto professores, estarmos atentos a como o0s alunos
manipulam os objetos matematicos, em varios contextos (algébrico, geométrico, grafico,
etc.),com atencdo de como a mudanga de quadros pode favorecer o processo de construcao
do conhecimento desses objetos.
Em relacdo ao quadro constata-se que se constitui de
e Objetos, das relactes entre eles, de suas formulagbes e imagens mentais que o
individuoassocia aos objetos.
e S8o0 mudancas que o docente pode fazer, visando o avanco do aluno nas etapas do
estudo,e consequentemente na evolugao em suas concepgoes.

No que diz respeito ao TFC, percebemos que no &mbito da pesquisa:
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Os alunos sabiam que a derivada da integral € igual a funcdo a ser integrada,
contudo, esse entendimento ficava evidente apenas no dominio algébrico.

Quando houve a mudanca para o registro geométrico, os alunos sentiram
dificuldades enao utilizaram os conhecimentos contidos nas representacfes para a
resolucdo das questBes apresentadas no questionario, tendo uma aprendizagem
parcial do TFC.

Os conhecimentos anteriores como como a no¢do de funcéo, de continuidade, de
integracdo como variacdo de uma quantidade de grandeza, de acumulagdo de
guantidade de grandeza; ndo foram compreendidos em sua totalidade e nem em
outros dominios além do algébrico.

A falta de dominio no contexto gréafico dificultou aos alunos a visualizacdo de uma
estratégia de resolucdo do problema mais simples, levando-os a longos célculos
algoritmos.

Que os alunos pesquisados, ao estudar o TFC, focaram a atencdo nos aspectos
conceituais do TFC, apenas memorizando o algoritmo dos procedimentos, todavia
semrefletir sobre sua aplicabilidade.

4.2. CATEGORIA 2

A categoria 2 abrange a pesquisa em que o TFC foi investigado sob a perspectiva do

professor, apresentando assim o objeto de conhecimento destinado a pratica docente,

visando acompreensdo de quais registros de representagdo semiética sdo mobilizados por docentes

no ensino do TFC e da sugestdo de uma sequéncia didatica para o ensino do TFC que utiliza o

software Geogebra. Isto nos levou a constituir duas subcategorias: ‘Representa¢des

mobilizadas por professores noensino do TFC’ (RMPE) e Aplica¢do do TFC por meio da
Modelagem Matematica (AMM).

Quadro 9: Pesquisas classificadas na subcategoria RMPE

Categoria 2: O Teorema Fundamental do Calculo sob a perspectiva do professor

Autor Ano Instituicdo Subcategoria
Picone 2007 PUC-SP RMPE
Marco 2021 UFSCar AMM

Fonte: Dados da pesquisa.

Constata-se que a pesquisa de Picone realizada no periodo de 2007 na PUC-SP tem
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certa conex@o com as pesquisas da categoria 1, qual sejam, a de Anacleto (2007), Andersen
(2011) e Grande (2013), pois todas elas tém origem na mesma instituicdo e apresentam o
mesmo orientador, o Professor Doutor Benedito Antonio da Silva. Percebe-se ainda que
Anacleto (2007) e Picone (2007) defenderam no mesmo ano, com o mesmo tema mudando
apenas, o enfoque, pois enquanto o primeiro analisou a aprendizagem de alunos do TFC,
Picone (2007) investigou as representacdes mobilizadas por professores. Tal fato sinaliza a
ampliacdo das pesquisas realizadas no grupo de pesquisa liderado pelo professor Benedito
Silva.

J& a pesquisa de Marco é bem recente e apresentou sugestdes de aplicacdes do
Teorema Fundamental do Calculo para professores dentro das disciplinas Calculo

Diferencial e Integral. Apresentaremos na proxima secao a analise das duas subcategorias.

4.2.1. Resumo do trabalho da subcategoria RMPE

Neste grupo foi selecionado uma dissertacdo do programa de pds-graduacdo em
Educacdo Matematica da Instituicdo PUC-SP.

Quadro 10: Pesquisa selecionada na subcategoria (RMPE)

Representacdes mobilizadas por professores no ensino do TFC (RMPE)

Cddigo Autor Titulo
RMPE Picone Os registros de representacdo semiotica mobilizados por professores
(2007) no ensino do Teorema Fundamental do Célculo

Fonte: Dados da pesquisa.

A sequir, reflete-se a pesquisa, procedendo de uma reflexdo sobre a influéncia
desses conhecimentos sobre o ensino e aprendizagem do Teorema Fundamental do Célculo
(TFC).

Picone (2007) - RMPE1

Esta dissertacdo teve por objetivo investigar quais registros de representacdo sao
mobilizados por professores no ensino do TFC, bem como se consideravam importante a
coordenacdo desse registro e, ainda, se exploravam a visualizagdo por meio da
representacdo gréfica.

A pesquisadora cimentou sua fundamentacao tedrica baseada na teoria dos Registros
de Representacdo Semidtica de Raymond Duval, destacando o papel da identificacdo das

variaveis pertinentes, na conversao do registro grafico para o algébrico e vice-versa e na
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argumentacdo da lingua natural.

Para Picone (2007) atingir este objetivo elaborou um questionério, dividido em duas
etapas, seguido por uma entrevista com os professores de Calculo de instituicdes publicas e
privadas de ensino.

Constatou que os professores consideraram importante enfatizar que o ensino do
TFC pode ser utilizado para o célculo de &reas e estabelece uma conexdo entre integracéo e
derivacdo, porém nao sendo explorado graficamente por todos. Consideraram igualmente
importante a coordenacdo das diferentes representacdes do mesmo objeto matematico no
ensinode Calculo, sendo os mais comuns os registros algébrico, grafico e a lingua materna.

Contudo ao analisarem uma situacdo problema que explora a derivada e a integral
graficamente, alguns relataram que ndo percebiam de que modo essas situacdes
poderiam contribuir para o entendimento do teorema. Outros afirmaram que ndo propdem
este tipo deatividade em sala por diversos motivos, como por exemplo o enfoque do curso e
a carga horaria

4.2.2. Sintese da subcategoria RMPE

O trabalho de Picone (2007) traz resultados importantes e pertinentes quanto aos
registros de representacdes semioticas utilizados por professores, que no caso da pesquisa
foram professores tanto de instituicbes publicas, quanto de instituicdes privadas.
Consideracdes quemerece destaque:

Os professores exploraram a visualizacao gréafica do TFC, e mesmo lecionando em
diferentes cursos ndo tratam de modo diferenciado no que diz respeito a
mobilizacdo ecoordenacdo dos registros de representacao.

mesmo lecionando para diferentes cursos 0 componente curricular calculo pode-se
mobilizar e coordenar os diversos registros de representacdo sem detrimento de
algum deles.

nem todos os professores que participaram do estudo foram capazes de identificar
as variaveis cognitivas especificas do registro grafico variaveis cognitivas estas que
permitem determinar quais sdo as unidades significantes que devem ser levadas em
consideracao.

Esses professores ndo apenas apresentaram sinais de que exploravam as relacoes
entre as variaveis visuais pertinentes, como também evidenciaram um fato que

consideram essencial no ensino do TFC: Se f é uma fung¢do positiva entéo a integral
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coincide com a &rea, quando negativa entdo a integral é a &rea com o sinal negativo e
guando a funcdo oscila entre positiva e negativa tem-se a diferenca entre areas
(PICONE, 2007, p.117).

4.2.3. Resumo do trabalho da subcategoria AMM

Neste grupo foi selecionado uma dissertacdo do programa de pés-graduagdo em
Mestrado Académico em Ensino de Matematica.

Quadro 11: Pesquisa selecionada na subcategoria (RMPE)

Representacdes mobilizadas por professores no ensino do TFC (RMPE)
Cadigo Autor Titulo
AMM Marco Teorema Fundamental do Célculo: uma proposta de abordagem a
(2021) partir da modelagem matematica com o auxilio do GeoGebra

Fonte Dados da Pesquisa.

Marco (2021) - AMM

Esta dissertacdo teve por objetivo apresentar uma abordagem do Teorema
Fundamental do Calculo, mais especificamente, sobre aplicacfes de integrais a partir de
pressupostos da modelagem matematica, usando recursos tecnoldgicos.

O autor aponta que realizou um estudo de cunho histérico-epistemolégico por julgar
deextrema importancia o aluno ter contato com a origem e o desenvolvimento das teorias,
das definicdes, dos teoremas, pois acredita que se faz necessario compreender de que
maneira se atingiu solugdes inovadoras e conclusfes 16gico-matematicas para a resolucdo
de problemas classicos.

Marco (2021) descreve que para sua fundamentacéo teorica, foi realizado um estudo
sobre a utilizagdo da modelagem matematica como metodologia de ensino seguindo 0s
pressupostos Biembengut e Heim (2019), Bassanezi (2015) e Bassanezi (2018) que podem
instigar o espirito investigativo nos alunos no desenvolvimento de todos os passos de
execucaoe melhorar a compreenséo dos conceitos através de um modo complementar.

Assim foram elaboradas duas sequéncias de atividades. A sequéncia 1, versa sobre o
calculo de area a partir de uma imagem de um lago e a sequéncia 2, trata do volume a partir
de uma imagem de um copo. Em ambas, o desenvolvimento da solugdo foi realizado
conforme as etapas do processo de modelagem matemética e modelacdo e teve como
ferramenta auxiliar o software GeoGebra, 0 qual apresenta inUmeros recursos que auxiliam

no aprendizado econduzem o aluno a autonomia, possibilitando o desenvolvimento de suas
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préprias aplicaces de problemas reais de seu cotidiano.

4.2.4. Sintese da subcategoria AMM

O trabalho de Marco (2021) traz resultados importantes e pertinentes, ja que

apresenta a sugestdo de duas sequéncias didaticas que podem vir a ser utilizadas por
professores para o ensino do TFC. Elencamos alguns aspectos que foram ressaltados pelo

autor sobre a importancia:

De se conhecer a histdria de como os conceitos sobre o TFC foram construidos ao
longo do tempo, na maioria das vezes, a partir da solucdo de problemas, cuja
modelagem resultou no avanco e desenvolvimento das ferramentas matematicas
atuais.

De seguir no ensino do TFC a mesma logica de modelagem matematicas de
situacOes- problemas dos quais foram ponto de ignicdo para a modulacdo de
solucdes queresultaram em ferramentas importantes para o Célculo.

Da Modelagem matematica como aplicacdo de casos reais como base para
orientacdo do professor de Ensino Superior desenvolver sua propria sequéncia de
ensino.

Do processo de modelacdo que podem instigar o espirito investigativo nos
alunos no desenvolvimento de todos os passos de execucao da resolucéo do problema,
fornecendouma motivagao ao discente em buscar compreender o TFC.

4.3. CATEGORIA 3

A categoria 3 concentra a pesquisa que abrange o Teorema Fundamental do Célculo,

sob aperspectiva do livro didatico e de como este objeto de acumulacgdo, organizacao e

disseminacdo de conhecimento aborda o TFC; quais sdo as ideias e representagdes
mobilizadas em sua concepcdo didatica. Isto nos levou a criacdo da subcategoria

‘Representagdes mobilizadas em livros didaticos que abordam o TFC’ (RMLD).

Quadro 12: Pesquisa selecionada na subcategoria (RMLD)

Categoria 3: O Teorema Fundamental do Calculo sob a perspectiva do livro didatico

Autor Ano Instituicdo Subcategoria
Campos 2007 PUC-SP RMLD

Fonte: Autor da pesquisa.

Assim como Anacleto e Picone, Campos defendeu no ano de 2007 e foi orientado
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peloprofessor Doutor Benedito Antonio da Silva, consolidando uma linha de estudo dentro
do grupo de pesquisa, no qual estudaram o TFC sob dpticas e perspectivas diferentes:
aprendizagem de alunos do ensino superior, representacdes mobilizadas por professores e no

trabalho de Campos(2007) as representacbes mobilizadas no contexto do livro didatico.

4.3.1. Resumo do trabalho da subcategoria RMLD
Foi selecionado uma dissertacdo do programa de pds-graduacdo em Educacéo

Matematica da instituicdo PUC-SP.

Quadro 13. Pesquisa selecionada na subcategoria (RMLD)

Representacdes mobilizadas em livros didaticos que abordam o TFC (RMLD)

Cadigo Autor Titulo
RMLD: Campos A abordagem do Teorema Fundamental do Calculo em livros
(2007) didaticos e os registros de representacdo semiotica

Fonte: Dados da pesquisa

A seguir, o comentario da pesquisa, procedendo de uma reflexdo sobre a influéncia

dessas contribuicBes para o ensino e aprendizagem do Teorema Fundamental do Célculo.

Campos (2007) - RMLD1

Esta dissertagdo teve por objetivo o de analisar como quatro livros didaticos tratam o
TFC. Para isso, foi investigado as diferencas fundamentais que sdo evidenciadas no enfoque
dado por diferentes autores e como os livros didaticos exploram a coordenacédo dos registros
derepresentacdo na apresentacao do TFC.

O pesquisador fundamentou-se nos Registros de Representacdo semidtica de
Raymond Duval, o qual defende que para a aquisicdo do conhecimento matematico, €
preciso haver amobilizacdo de no minimo dois registros simultaneamente e ndo cada um
tomado isoladamente. Para nortear a pesquisa, Campos (2007) elaborou critérios de
organizacdo para analise baseados em Bardin, do qual sugere etapas para uma elaboracao
de resultados. Foram analisados os livros didaticos escritos pelos autores: Calculo — J.

STEWART; Calculo — Um Curso Universitario — E. E. MOISE; Um Curso de Célculo — H. L.
GUIDORIZZI e Curso de Analise — E. L. Lima.

A partir das anélises realizadas, Campos (2007) observou que um dos livros nao
discuteexplicitamente a questdo referente a inter-relagdo entre Derivada e integral, contudo

é feita no volume dois da obra. Quanto aos registros de representacao, foi verificado que os



45

autores exploram a coordenacdo desses em seus livros, entretanto tendo diferentes

exploracdes devidoa atenderem a publicos-alvo diferente.

4.3.2. Sintese da subcategoria RMLD
O trabalho de Campos (2007) traz resultados importantes e pertinentes para o ensino
e aprendizagem do TFC, ja que a escolha de um livro didatico para ser o texto base de uma
disciplina, em especifico do componente curricular Calculo, perpassa sobre o enfoque que
este livro apresenta e se converge com o publico-alvo que o professor ministrara as suas
aulas. Destacamos (Quadro 12) alguns dos resultados de Campos (2007) em relacdo a como

0s registros de representacdo semiética sao mobilizados nos livros didaticos analisados.

Quadro 14: Os livros didaticos e o registro de representacdo semiotica

Livros Didéaticos O que Campos (2007) constatou
analisados
Calculo —J. STEWART; Uma das formas de compreensdo dos conceitos é através de

problemas, principalmente os que sugerem uma abordagem que se
utiliza do registro algébrico, numérico e gréafico, em propor¢oes
mais parecidas, utilizando o registro algébrico para tratamento e o
registro grafico como auxiliar.

Célculo — Um Curso | Os contetdos sdo apresentados “em forma de espiral” (buscando

Universitario — E. E. | generaliza¢des ao longo do tempo) e por meio de problemas, do qual

MOISE destaca a utilizacdo de gréaficos para complementar ideias analiticas
e vice-versa.

Um Curso de Célculo — H. | No prefécio da obra, a ordenagdo dos conteidos sugere a utilizacéo

L. GUIDORIZZI de figuras e interpretacdes fisicas como motivacdo para apresentacao

do conteido e que Guidorizzi emprega predominantemente o
registro algébrico.

Curso de Analise — E. L. E focado para um publico que ja teve uma experiéncia em Calculo,
Lima com conteldos estruturados logicamente, dando énfase a
conceituacdo precisa, utilizando-se do registro algébrico simbdlico e
0 registro da lingua natural como complemento.

Fonte: Dados da pesquisa

Conclue-se que esta pesquisa contribuiu para a nossa reflexdo sobre o ensino e
aprendizagem do TFC, ao apontar importancia que o livro didatico tem para a
aprendizagem do teorema, bem como ressaltando a necessidade de compreendermos o
enfoque que o livro didatico apresenta e, por fim, anuncia os beneficios da mobilizagdo dos

registros de representacdo no processo de ensino e aprendizagem.

44.CATEGORIA 4

A quarta e Ultima categoria abrange as pesquisas que investigam o TFC sob a
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perspectiva historico-epistemoldgico, visando compreender o processo historico de
construgdodeste conhecimento, como foram mobilizados e inter-relacionados para chegar ao
resultado em que conhecemos hoje o TFC. Para elucidar as ideias que envolvem todo o
desenvolvimento doreferido teorema, desenvolvemos a subcategoria ‘Ideais envolvidas no

processo historico.

Quadro 15. Categoria 4: Detalhes da pesquisa
Categoria 4: O Teorema Fundamental do Célculo na perspectiva histérico-epistemolégico

Autor Ano Instituicdo Subcategoria
Santos 2011 PUC-SP IEHE

Fonte: Dados da pesquisa

Nessa categoria encontramos a producdo académica da Santos (2011) que também
foi orientado pelo professor Doutor Benedito Antonio da Silva, o0 mesmo orientador de
todas as producOes académicas da PUC-SP presentes no corpus deste trabalho. Numa
pesquisa rapida descobrimos que o programa de Educacdo Matematica da PUC-SP
apresenta um grupo de estudos denominado “Matematica do Ensino Superior: Didatica do
Ensino do Calculo”, o que sedimenta 0 nosso julgamento de haver neste periodo um
ambiente com uma linha de pesquisa, estimulo e com troca de conhecimento que
alavancaram as investigacdes sobre o TFC corroborando para novas contribuicbes no

processo de ensino e aprendizagem deste conhecimento matematico.

4.4.1. Resumo do trabalho da subcategoria IEHE
Neste grupo foi selecionado uma dissertacdo de mestrado profissional em Ensino de

Matematica da instituicdo PUC-SP.

Quadro 16. Pesquisa selecionada na subcategoria (IEHE)
Ideias envolvidas no processo historico-epistemolégico do TFC (IEHE)

Cadigo Autor Titulo
IEHE Santos As ideias envolvidas na génese do Teorema Fundamental
(2011) do Calculo, de Arquimedes a Newton e Leibniz

Fonte: Dados da pesquisa

A seguir, comenta-se as pesquisas e realizaremos uma reflexdo sobre as
contribuigdes destas produgdes para o ensino e aprendizagem do Teorema Fundamental do
Caélculo (TFC).
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Santos (2011) -IEHE

Esta dissertacdo teve por intuito contribuir com o estudo das principais ideias que
envolvem o Teorema Fundamental do Calculo, desde a Grécia Antiga até as contribuicdes
de Newton (1642 — 1727) e Leibniz (1646 — 1716) no século XVII.

Devido a abrangéncia do tema, a pesquisadora foca no aspecto da
incomensurabilidade,do qual decorre na defini¢cdo de Proporc¢do de Eudoxo (390 a.C. — 320
a.C.). Segundo a autora tal definicdo gera como consequéncia a ‘geometrizacao’ da
matematica, traduzindo as ideias que culminaram nos conceitos de derivada e integral, nas
questbes de quadratura e calculo de volumes, por meio dos métodos de Exaustdo e o
método Mecanico de Arquimedes (287 a.C. —212 a.C.), e no método do tracado de tangente
de Apoldnio (262 a.C. — 190 a.C.).

Na sequéncia do trabalho, Santos (2011) discorre como o renascimento da atividade
matematica no século XV influenciou na constituicdo da base do desenvolvimento
algébrico, surgindo entdo, no século XVII, a Geometria Analitica que muito contribuiu para
os resultadosalcancados por Newton (1642 — 1727) e Leibniz (1646 — 1716), estabelecendo
em definitivo que o processo de integracao e derivacdo sdo operacGes uma inversa da outra.

A autora conclui que o produto da sua pesquisa apresenta uma preocupacao didatica,
do qual pretende facilitar o entendimento da interligacdo das ideias que contribuiram,

atraves de séculos, para o resultado conhecido atualmente com TFC.

4.4.2. Sintese da subcategoria IEHE

Esta subcategoria, abrange dentro do contexto histérico-epistemoldgico do TFC, se
concentram nas ideias imbuidas e conectadas que se desenvolveram ao longo do
tempoculminando por Newton e Leibniz na conjectura deste importante Teorema.

O que é aclamado por Santos (2011) ao evidenciar em suas consideraces finais que
levando em consideracdo Picone (2007), Anacleto (2007) e Campos (2007), todas na &rea
de Educacdo Matematica e que evidenciam a incompreensdo do TFC em sua parte pela falta
de mobilizacdo entre os conceitos basicos que pressupde o teorema, a dificuldade na
percepcao dosignificado dos conhecimentos envolvidos e existentes entre eles se torna um
obstaculoconsideravel para o aprendizado.

Para isso Santos defende que compreender a evolucao historico-epistemologico do
conhecimento é de grande valia para organizacdo do conhecimento e étima ferramenta para

a mobilizacdo do processo de intuicdo, motivando o espirito investigativo do aluno, bem
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como corrobora Marco (2021), que julga de extrema importancia:

[...] Os alunos terem contato com a origem e todo o desenvolvimento das teorias,
definigBes dos teoremas, a sua ordem cronoldgica, além de todo 0o momento
histérico, econémico e social e com toda essa influéncia na histéria da
Matematica, de modo particular, como foram as condigdes reais do “nascimento” do

Célculo na linha tempo. apresenta dificuldades. (MARCO, 2021, p. 66)

Como também Picone (2007) corrobora em sua pesquisa ao afirmar sobre a importancia
alguns aspectos sobre a Historia do TFC, sendo confirmada na fala de alguns professores
que colaboraram para sua pesquisa, ao salientarem que nas etapas de introducdo do Teorema
destacaparte do seu desenvolvimento.

Assim, infere-se que a compreensdo histérica fornece um arcabougo tedrico ao
discente, que compreende como desde o trabalho de sistematizacdo comecado por Tales de
Mileto (V1 a.C.) estabelecendo a teoria dedutiva, perpassando por Eudoxo (390 a.C. — 320
a.C.), ao apresentar sua solucdo para a crise gerada pela incomensurabilidade, reduziu toda a
matematicagrega existente a geometria, consequéncia disto até hoje € a analogia realizada
no ensino e aprendizagem de continuidade.

Posteriormente o método de tracado da tangente por Apolénio (262 a.C. — 190 a.C.),
e seguindo para o desenvolvimento da Geometria Analitica. Sdo grandes ideias e conceitos
que podem ser conectados e elucidados em sala de aula, é obvio que a priori podem ser
simplificadose desnutridos de rigor matematico, a fim de que estimule o aluno a interagir
com o conhecimento.

Outra maneira de abordar o TFC em sala de aula é como salienta Grande (2013) ao
pontarque “a nog¢do de acumulagdo de quantidades, mesmo que de forma intuitiva, também
foi observada no desenvolvimento histérico dos principais conceitos ligados a génese do
TFC”.

Ao abordar a ideia de acumulacdo de quantidade de grandeza e variacdo dessa mesma
quantidade torna-se mais organico, intuitivo e mais contextualizado no processo do que
associarapenas a integral a area e a derivada relativa a inclinacdo da reta tangente em um
ponto da curva.

Conclui-se que esta pesquisa contribui para o ensino do Teorema Fundamental do
Caélculo ao oferecer subsidio histérico-epistemoldgico ao organizar as principais ideias que
envolvem o TFC. Possibilitando assim que o docente possa utilizar esta pesquisa para

conectar ideias embrionarias, mesmo que de maneira intuitiva, sendo uma possivel forma
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de abordar inicialmente este contetdo, bem como para o discente ter melhor compreenséao

do seuobjeto de estudo.

5. CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve por objetivo mapear as contribui¢fes dos autores brasileiros no
que tange o ensino e aprendizagem do Teorema Fundamental do Calculo. A escolha deste
tema surgiu a principio por um anseio pessoal de compreender melhor o TFC, bem como se
estabelece a relagdo inversa entre a integracdo e derivacdo, e posteriormente se estendeu a
compreender as dificuldades de aprendizagem deste Teorema tdo importante, como o
componente curricular Calculo compde a grade curricular dos cursos de Ciéncias Exatas e
apresenta grande indice de reprovacdo, decidimos investigar o que as producdes cientificas
indicavam sobre este contetdo. Considera-se esta pesquisa relevante para 0 cenario
académico por mapear e organizaras principais contribuicbes que apresentam resultados
muito interessantes, de que podem melhorar 0 ensino, e consequentemente, a aprendizagem
deste teorema tdo importante para o0 componente curricular Calculo.

Como abordagem metodologica, utilizamos os indicadores de inferéncia da analise
de conteddo, por julgad-la mais adequado ao cumprimento do nosso propdsito proposto.
Bardin (2011) descreve trés fases da andalise de conteudo: a pré-analise; a exploracdo do
material; e o tratamento dos resultados, a inferéncia e a interpretacéo.

Em sintese, encontrados em varias produc6es contribuicdes que direcionam o ensino
do TFC em conjunto com a utilizacdo do recurso tecnologico de calculadoras gréficas
capazes de fornecer a visualizacdo gréafica dos resultados algébricos, bem como permite ao
aluno utilizar aintuicdo para investigacéo e conjectura do teorema.

Outra grande contribuicdo encontrada, concerne em como a utilizagdo dos diferentes
registros de representacdo no ensino do TFC, permite a mobilizagdo das principais ideias e
pensamentos que se interrelacionam e capacitam ao aluno compreender tanto o teorema,
bem como converter este resultado entre 0s registros.

Mas também, duas contribui¢cbes marcantes se referem ao quao necessario deve-se
levarem consideracdo para selecdo do livro didatico o enfoque do autor predestina em seu
livro, e osregistros de representacdo presentes no texto, e outro resultado marcante que pode
contribuir para o ensino e aprendizagem do TFC e a utilizacdo da abordagem histérica
como introducéo ao teorema possibilitando ao aluno compreender como as principais ideias
e concepgcbes que compdem o TFC foram conectadas e mobilizadas para gerarem o

teorema.
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Prop0Oe-se que novas pesquisas utilizem das contribuicOes e atividades propostas por
estas que compdem o corpus da nossa investigacdo, para que sejam aplicadas em outros
ambientes, sob circunstancias distintas, como diferentes perspectivas enfoques para que
possam fornecer mais resultados a serem aprimorados e poderem tornar melhor 0 nosso
ensino do TFC.
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N°, autor, titulo Ano Enfoque | Palavras-chave Instit. Estado, | Orientador Tipo
regido
1. Silva, R. S. R. A investigacdo do Teorema Fundamental 2006 Aluno Educagdo Matematica, Calculadoras Gréficas, UNESP- SP, Marcelo C. MA em
do calculo com calculadoras graficas Teorema RIO Sudeste | Borba Ed. Mat.
Fundamental do Célculo, Seres-Humanos-com- | CLARO
Midias, Experimentagdo com
Tecnologias.
2. Anacleto, G. M. C. Uma investigacao sobre a aprendizagem 2007 Aluno Teorema Fundamental do Calculo; Ferramenta | PUC-SP SP, Benedito A. MA em
do Teorema Fundamental Objeto; Jogo de Quadros Sudeste | Silva Ed. Mat.
3. Campos, R. P. C. A abordagem do Teorema Fundamental do Livro Teorema fundamental do calculo; livro PUC-SP SP, Benedito A. MA em
Calculo em livros didaticos e os registros de representagio didatico | didatico; registros de representacéo semidtica; Sudeste | Silva Ed. Mat.
semidtica coordenacdo de registro; indicadores
4. Picone, D. F. B. Os registros de representacéo semiética Prof Teorema Fundamental do Calculo; Registros de | PUC-SP SP, Benedito A. MA em
mobilizados por professores no ensino do Teorema Fundamental Representacdo Semidtica; Coordenagdo de Sudeste | Silva Ed. Mat.
do Célculo Registros; Variaveis Visuais Pertinentes;
Integragdo e Derivagéo
5. Andersen, E. As ideias centrais do Teorema Fundamental do 2011 Aluno Teorema Fundamental do Célculo; Processos PUC-SP SP, Benedito A. MA em
Calculo maobilizados por alunos de licenciatura em Matematica do Pensamento Matematico Avancgado; Inter- Sudeste | Silva Ed. Mat.
relacéo entre Derivada e Integral; Ensino e
Aprendizagem do Célculo
6. Santos, W. C. As ideias envolvidas na génese do Teorema Contexto | Tangente; Quadratura; Incomensurabilidade; PUC-SP SP, Benedito A. MP em
Fundamental do Calculo, de Arquimedes a Newton e Leibniz historico | infinitamente pequeno; Teorema Fundamental Sudeste | Silva Ens. Mat.
do Calculo
7. Grande, A. L. Um estudo epistemoldgico do Teorema 2013 Aluno Teorema Fundamental do Célculo; Intuicdo; PUC-SP SP, Benedito A. DO em
Fundamental do Célculo voltado ao ensino Rigor; Visualizagéo Sudeste | Silva Ed. Mat.
8. Alonso, E. P. Aspectos visuais e grafico do Teorema 2017 Aluno Teorema Fundamental do Calculo; UFRJ- RJ, Maria M. F. MA em
Fundamental do Célculo Visualizagdo; Imagem conceitual; Intuig&o; RIO DE Sudeste | Pinto Ens. Mat.
Recursos digitais no ensino de Matemética. JANEIRO
9. Marco, M. L. B. Teorema Fundamental do Célculo: uma 2021 Aluno Teorema Fundamental do Célculo. Modelagem | UFSCar- SP, Rogério F. MA em
proposta de abordagem a partir da modelagem matematica com o Matematica. SOROCABA | Sudeste | Pires Ens. Mat.

auxilio do GeoGebra.

Modelagdo Matematica. Ensino Superior.
Aplicacdo. GeoGebra.
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