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Resumo

Este trabalho tem como objetivo explorar a utilizagao do software Matriz Calculator na
resolugao de sistemas lineares por métodos diretos, destacando suas aplicagoes. Inici-
almente, foi realizada uma breve contextualizacao histérica seguida de uma revisao dos
conceitos fundamentais de matrizes e sistemas lineares. Em seguida, detalham-se os méto-
dos diretos de resolucao, com énfase na Eliminacao de Gauss e na Fatoracao LU, incluindo
estratégias de pivoteamento. Por fim, sao apresentadas e resolvidas aplicacdes com o au-
xilio do Matriz Calculator. Dessa forma, o trabalho busca evidenciar que o software pode
ser usado como uma ferramenta para a resolucao de problemas envolvendo sistemas line-
ares em diversas areas do conhecimento.

Palavras-chave: Matrix Calculator; Sistemas Lineares; Métodos Diretos; Eliminacao de
Gauss; Fatoracao LU.
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Abstract

This study investigates the use of the Matrix Calculator software for solving linear systems
through direct methods, with emphasis on its practical applications. First, a brief histori-
cal overview and a review of fundamental concepts related to matrices and linear systems
are presented. The study then examines key direct solution techniques— particularly
Gaussian elimination, LU factorization, and associated pivoting strategies— highlighting
their implementation within the software environment. Finally, a set of representative
applications is solved using the tool, demonstrating its effectiveness, accessibility, and
suitability as a computational resource for addressing linear system problems across a
variety of fields.

Keywords: Matrix Calculator; Linear Systems; Direct Methods; Gaussian Elimination;
LU Factorization.

il



Notacao

A B,C

aij

Aan

Oan

At

det(A) ou |A|
A-1

b

Ax=Db

nME Y e

1,7,k
11,12, 13
R

%

Matrizes (letras latinas maitisculas)

Elemento da matriz A na linha 7, coluna j
Matriz de ordem m x n (m linhas, n colunas)
Matriz nula de ordem m x n

Matriz identidade de ordem n

Matriz transposta de A

Determinante da matriz A

Matriz inversa de A (se existir)

Vetor dos termos independentes

Sistema linear na forma matricial

Matriz triangular inferior (fatoragao LU)
Matriz triangular superior (fatoracao LU)
Matriz de permutacao
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Introducao

Matrizes e sistemas lineares possuem varias aplicagoes no cotidiano como na area da
economia, otimizacao logistica, computacgao grafica e até na engenharia elétricos. Diante
dessa gama de aplicacoes o presente trabalho tem como objetivo destacar algumas delas
por meio do Matriz Calculator, um software gratuito e acessivel no qual é possivel resolver
uma vasta quantidade de operacoes envolvendo matrizes, sistemas lineares e calculos
vetoriais.

Trata-se de um estudo de natureza qualitativa, que buscou investigar se o software
Matriz Calculator pode ser utilizado como ferramenta na resolugao de sistemas lineares
em problemas concretos, especialmente por meio de métodos diretos.

O trabalho esta organizada em cinco capitulos. No Capitulo 1 sera realizada uma breve
contextualizagao historica sobre a evolucao das matrizes e sistemas lineares, seguida pela
apresentacao das defini¢oes e conceitos essenciais de matrizes e sistemas lineares.

O Capitulo 2 ira detalhar os métodos diretos de resolucao para sistemas lineares,
com énfase na Eliminacao de Gauss e na Fatoragao LU. Serao apresentadas as condigoes
necessarias para sua aplicacao, assim como o passo a passo detalhado de como utiliza-lo na
resolucao de sistemas lineares. Além disso, serdao discutidas estratégias de pivoteamento
parcial e completo.

O Capitulo 3 apresenta o software Matrixz Calculator, descrevendo sua origem, as
plataformas em que esta disponivel e principais funcionalidades. Sera detalhada a interface
do programa, incluindo a insercao de matrizes, operacoes basicas e avancadas, e opcoes de
exibicao, além de abordar sua utilizacao na resolugao de sistemas lineares pelos métodos
diretos abordados.

No Capitulo 4, serao destacadas algumas aplicacoes de matrizes e sistemas lineares por
meio do Matrixz Calculator, com resolucao passo a passo. Por fim, o Capitulo 5, intitulado

Consideracoes Finais, sintetizara as contribuicoes do trabalho.



Capitulo

1

Matrizes e Sistemas Lineares

Neste capitulo, buscamos introduzir os conceitos fundamentais de matrizes e sistemas
lineares, explorando suas defini¢oes, tipos especiais, operacoes algébricas e propriedades.
Além disso, estudamos o determinante e classificacao de sistemas de equagoes, utilizando
como referéncias obras como a de Boldrini et al. (1980), complementada por lezzi e
Hazzan (2013) para os fundamentos elementares e por Silva et al. (2023) e Boyer e

Merzbach (2012) para a abordagem historica.

1.1 Aspectos Historicos

Os primeiros registros de matrizes datam da China Antiga, por volta do século 1T
a.C. no livro Jiuzhang Suanshu (Chui-chang suan-shu), ou Nove Capitulos sobre a Arte
Matematica como evidenciam. Como evidenciam Boyer e Merzbach (2012), a obra da
inicio ao estudo dos sistemas lineares, os quais eram resolvidos efetuando operagoes sobre
arranjos numéricos distribuidos em colunas, uma versao antiga das matrizes modernas.

Apesar de ter sua origem na antiguidade o conceito de matriz foi definido ao longo dos
séculos através das contribuicoes de diversos mateméaticos. O primeiro uso implicito da
no¢ao de matriz data de 1790 sendo creditado a Joseph Louis Lagrange (1736-1813) como
destacam Silva, C. J. et al (2023). Contudo, os estudos sobre o tema s6 foram retomados
em 1826, quando Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) lhes deu o nome de “tabelas”.

Contudo, foram os matemaéticos ingleses Arthur Cayley e James Joseph Sylvester que
formalizaram o conceito de matriz. Silva, C. J. et al (2023) reforcam que em 1850, Sylves-
ter definiu o termo matriz e seu significado, no entanto para ele as matrizes eram apenas

ferramentas utilizadas nos estudos de determinantes. Foi Cayley com sua famosa “Memoir
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on the Theory of Matrices”, em 1858, que divulgou o nome e comecou a demonstrar sua

utilidade e aplicacoes desmistificando matrizes como meros auxiliares dos determinantes.

1.2 Matriz

Sejam m e n dois nimeros inteiros positivos tais que m,n > 1. Uma matriz M de
ordem m X n real é um arranjo de nimeros organizados em uma tabela de m linhas e
n colunas. Cada ntimero neste arranjo é chamado de elemento ou entrada da matriz. A
posicao de cada elemento é denotada por a;;, onde o indice ¢ varia de 1 < 7 < m, enquanto
jvariade 1 < j <n.

A representacdo genérica de uma matriz M é dada por:

aix Qa2 - Qip

21 Q22 -+ Qap
M =

m1 Am2 - Omn

Uma maneira abreviada de representar uma matriz é denotar simplesmente: M,,x, =
[aij]mxn-
1.3 Matrizes Especiais

Ao estudar matrizes, percebe-se a necessidade de verificar caracteristicas e proprieda-
des especificas cruciais para a resolucao de problemas reais. Devido a essas propriedades

e caracteristicas, essas matrizes recebem nomes especiais.

1.3.1 Matriz Nula

Definicdo. E toda matriz man com m,n > 1 em que a;; = 0, para todo i e j.

0 0 0
Agxa =
e lo 0 o]

Exemplo 1.3.1.

1.3.2 Matriz Linha

Definicao. F toda matriz do tipo 1 X n, ou seja, uma matriz que possut uma unica linha

e n colunas.
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Exemplo 1.3.2.

1.3.3 Matriz Coluna

Definicao. E toda matriz do tipo m X 1, ou seja, uma matriz que possui uma unica coluna

e m linhas.

Exemplo 1.3.3.

1.3.4 Matriz Quadrada

Definicao. E toda matriz do tipo m X n em que o numero de linhas € igual ao nimero

de colunas (m =n):

@11 a2 -+ Qip
Q21 Q22 -+ A2y
An1 Ap2 -+ App

No caso da matriz quadrada M,,,, diz-se que M é uma matriz de ordem n.

Exemplo 1.3.4.
Matriz de ordem 3:

Matriz de ordem 2:

B |12
2><2—40

Definicao. Toda matriz quadrada possui uma diagonal principal formada pelos elementos
a;; em que os dois indices sao iguais, ou seja, 1 = j. Na matriz a sequir, estao destacados

0s elementos da diagonal principal:
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aix a2 @13 -+ Aip
Q21 QA2 Q23 - dgp
31 A3z QaAgz - A3y
ap1 Ap2 Ap3 °°° Apn

Definicao. Toda matriz quadrada possui uma diagonal secunddria formada pelos elemen-
tos a;; em que a soma dos indices € igual a n+1, ou sejai+j = n+1. Na matriz abaizo,

estao destacados os elementos da diagonal secundaria:

an a2 e a1(n—1) Ain

21 22 T aAz(n-1) Q2p,
An—1)1 QAm-1)2 " An-1)(n—1) G(n-1)n

An1 an2 T QAp(n—1) QApp

1.3.5 Matriz Diagonal

Definicdo. E toda matriz quadrada em que os elementos que nio pertencem & diagonal

principal sao iguais a zero, ou seja, a;; = 0 quando i # j.

Exemplo 1.3.5.

1 0 0
Asxs=10 5 0
0O 0 9

1.3.6 Matriz Identidade

Definicdo. E toda matriz quadrada em que os elementos da diagonal principal sio iguais

a um, enquanto os demais elementos sao iquais a zero, ou seja, a;; = 1 quando i = j e
a;; =0 set # 7.

Exemplo 1.3.6.

1 0
Is=10 1
0 0
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1.3.7 Matriz Triangular Superior

Definicdo. E toda matriz quadrada em que todos os elementos abaizo da diagonal prin-

cipal sao iguais a zero, ou seja, a;; = 0 para 1 > j.

Exemplo 1.3.7.

1 7 0
A3><3 - 0 4 8
0 0 3

1.3.8 Matriz Triangular Inferior

Definicdo. E toda matriz quadrada em que todos os elementos acima da diagonal principal

sao 1guais a zero, ou seja, a;; = 0 para i < j.

Exemplo 1.3.8.

—_
=)

1.3.9 Matriz Simétrica

Definicao. E toda matriz quadrada que € igual o sua transposta, ou seja, os elementos
satisfazem a condi¢ao a;j = aj; para todos i e j. Ou seja os elementos sao simétricos em

relacao a diagonal principal.

Exemplo 1.3.9.

1 2 3
Asxz = |2 4
3 5 0

1.4 Operacoes com matrizes

1.4.1 Adicao

Sejam duas matrizes de mesma dimensao A = [Gij]mxn € B = [bijlmxn. Definimos
a adicao dessas duas matrizes como A + B na qual se realiza a soma dos elementos
correspondentes de A e B ou seja a entrada na i-ésima linha e na j-ésima coluna é a;; + b;;,
portanto:
A + B = [CLij + bij]mxn
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Exemplo 1.4.1. Considere as matrizes:

A soma das matriz A e B serd igual a:

1 0 1 0
+ =
2 4] [3 6]

1.4.2 Propriedades da Adicao

1+1 040

A+ B=
2+3 4+6

I

Definicao. Sejam A, B e C' matrizes reais de mesma ordem m X n, valem as sequintes

propriedades:
i. Comutatividade: A+ B =B + A;
ii. Associatividade: (A+B)+C =A+ (B+C);

1. Fxisténcia do elemento neutro: A4+0 = A, onde 0 representa a matriz nula de ordem

m X n, ou seja, todos 0s seus elementos sao 1guais a zero;

w. Fxisténcia de um inverso aditivo: Para cada matriz A existe uma unica matriz — A,
tal que A+ (—A) =0.

Demonstracao. Para realizar as provas , mostraremos que os elementos da matriz do lado
esquerdo da equacao sao iguais aos elementos correspondentes da matriz do lado direito,
utilizando as propriedades dos ntimeros reais.

Sejam A = [aj]mxn, B = [bijlmxn € C = [¢ijlmxn. Denotamos por [A];; o elemento na
posicao (i, j) da matriz A, e de forma analoga para B e C. Assim, [A];; = a;j, [Bij = bij,
[C;; = cij. Pela definicdo de adicdo de matrizes, temos [A+ Bl;; = [Al];;+[Blij = aij+b;j.

1. Note que, como os elementos das matrizes sao niimeros reais, vale a comutatividade

da adicao entre os elementos:
[A -+ B]ZJ = CLij + bij = bz’j + CLz’j = [B + A]z]

Logo, como a igualdade vale para todos os elementos, temos que A+ B = B + A.

1. Observe que, como os elementos das matrizes sao niimeros reais, vale a associatividade

da adicao entre os elementos:

[(A+ B) + Clij = (ai + bij) + cij = aij + (b + ¢;5) = [A+ (B + C)]j;
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0.

Portanto, como vale para todos os elementos, temos que (A+ B)+C = A+ (B+C).

Seja 0 a matriz nula m x n, onde cada elemento [0];; = 0. Entdo:
[A+0]ij = aij +0 = a;; = [A];;

Logo, como a igualdade vale para todos os elementos, temos que A + 0 = A.

Definindo a matriz —A = [—a;;]mxn. Entao:
[A+ (=A4)]i; = ai; + (—ai;) = 0= [0];

Portanto, A+ (—A) = 0. Agora vamos mostrar a unicidade do inverso, suponha que

exista outra matriz B tal que A + B = 0. Entao, para cada elemento:
[A -+ B]zg = Qy + bij =0= bij = —Qjj

Logo, B = — A, provando a unicidade do inverso.

1.4.3 Multiplicagao por um escalar

Sejam a matriz A = [a;;|mxn € k um ntmero real. Definimos o produto do escalar k

pela matriz A como kA, na qual k multiplica cada elemento da matriz A, entao:

kA = {kaij]mxn

Exemplo 1.4.2. Considere k = 2 e a matriz:

1 9 2
A2><3:[6 A 3]

A multiplicacao de k pela matriz A serd igual a:

kA =2A =

2-1 2.9 2.2| (2 18 4
2.6 2-4 2.3 |12 8 6

1.4.4 Propriedades da Multiplicacao por um Escalar

Definicao. Sejam A, B matrizes reais de mesma ordem m X n e os escalares reais k, ki

e ky. Valem as sequintes propriedades:
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7.

V4.

Comutatividade: kA = Ak;

Associatividade em relagao a multiplicagao de escalares: ky(keA) = (ki1ka)A;
Distributividade em relacao & adigao de escalares: (ki + ko)A = k1A + ko A;
Distributividade em relagao a adigao de matrizes: k(A+ B) = kA+ kB;
Elemento neutro: Se k=1 entao 1- A= A;

Multiplicacao pelo escalar zero: 0-A = 0, isto €, multiplicar o escalar zero pela matriz

A resulta na matriz nula 0.

Demonstracao. Para realizar as provas, iremos mostrar que os elementos da matriz do

lado esquerdo da equagao sao iguais aos elementos correspondentes da matriz do lado

direito, utilizando as propriedades dos ntimeros reais.

.

.

Como k e os elementos da matriz A s3o nimeros reais, vale a comutatividade da

multiplicagao entre eles, assim:
[kAli; =k - aij; = a;j - k = [Ak);;
Logo, kA = Ak.
Note que pela associatividade da multiplicacao nos nimeros reais vale:
(k1 (k2 A)]ij = k1 - (k2 - ag) = (kv - ko) - ay = [(kika) Ay

Portanto, ki(koA) = (k1ks)A.
Pela distributividade multiplicativa na adicao de ntimeros reais temos que:

(k1 + ko) Alij = (k1 + ko) - aij = k1 - aij + k2 - ai; = [ki A+ ko Aly;
Assim, (k; + ko)A = k1A + ko A.
Novamente pela distributividade nos ntimeros reais vale:

k(A+ B)|ij =k (a;; +bij) =k -a;; +k-bj; =[kA+ kB,

Dessa forma, k(A + B) = kA+ kB.
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v. Pela propriedade do elemento neutro multiplicativo dos ntimeros reais temos que:
[1-Alij = 1-ai; = a; = [A];
Logo, 1- A= A.
vi. Pela propriedade do elemento nulo da multiplicacao nos niimeros reais vale:
[0 Alij = 0-ai; = 0= [0];

Portanto, 0- A = 0.

1.4.5 Multiplicacao

A multiplicacao de matrizes ocorre sob uma condicao especifica: o nimero de colunas
da matriz A deve ser igual ao nimero de linhas da matriz B. Sejam A = [a;;]mxn €
B = [bji|nxp, entao seu produto AB resulta em uma matriz onde cada elemento é dado

por:

n

[ABlir, = ai1 - b + iz - b + -+ + @iy - b = Zaij “bjk,

J=1

parat=1,2,... mek=1,2,...,p.

Exemplo 1.4.3. Sejam as matrizes:

9 0
4 5 6

7 8
1 2 3
y P3x2 =
1 2

A2><3 = [

O produto AB € possivel pois o nimero de colunas de A (3) € igual ao nimero de linhas

de B (8). A matriz resultante AB terd dimensio 2 X 2, assim:

[1.742.943-1 1-84+2-0+43-2
4 T+5-9+6-1 4-8+5-0+6-2
(741843  8+0+6
28 +45+6 3240 +12

AB =
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|28 14
|79 44
Observacao 1.4.4. Na multiplicacao o produto de matrizes nao é comutativo, ou seja,

AB # BA.

1.4.6 Propriedades da Multiplicacao

Definicao. Sejam A, B e C matrizes reais tais que as operacoes de multiplicacao abaizo
sejam possivers, seja I a matriz identidade e 0 a matriz nula. Valem as sequintes propri-

edades:

i. Associatividade: (AB)C = A(BC);

it. Distributividade em relagao a adigao a direita: (A+ B)C' = AC + BC;
iii. Distributividade em relagdo a adigao & esquerda: A(B + C) = AB + AC;

iv. Elemento neutro: AI = IA = A (onde I é uma matriz identidade possivel de se

realizar a operacao).
Demonstracao. Para realizar as provas, mostraremos que os elementos da matriz do lado
esquerdo da equacao sao iguais aos elementos correspondentes da matriz do lado direito,

utilizando as propriedades dos ntimeros reais.

i. Seja A = [aijlmxn, B = [bjklnxp € C = [Cki]pxq- Vamos determinar o elemento (i,1)

das matrizes de cada lado da igualdade:

p p n V4 n
[(AB)Cly = Z(AB)ikal = (Z aijbjk> Crl = Z Z aibixCri,

k=1 k=1 \j=1 k=1 j=1
n n p n p

[A(BC)]” - Z aij(BC)ﬂ = Z Q5 (Z bjkckl> == Z Z az’jbjkckl~
J=1 Jj=1 k=1 =1 k=1

Como ambas as expressoes resultam na mesma soma dupla, entao (AB)C = A(BC).

it. Sejam A e B matrizes de ordem m x n e C de ordem n X p. Para demonstrar, vamos

desenvolver a equagdo calculando o elemento (i, k) de (A + B)C:
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[(A+ B)Clu, = Z(A + B)ijc Z aij + bij)Cj

j=1
n n

= (@ +byen) = Y aez + § bijcn
j=1 i=1 j=1

= (AC)i, + (BC)i, = [AC 4 BCly.

Assim (A + B)C = AC + BC

111. Sejam A uma matriz de ordem m x n e B, C' de ordem n x p. A demonstracao é

analoga a da propriedade i, calculando o elemento (i, k) de A(B + C):

[A(B + C)lin

Za’J(B+C :Zaw bk + cjk)

1 j=1
n

(aijbjr + aijcix) = E :a” jk Tt E :awcﬂf

1

= (AB)iy + (AC)y = [AB + AC|

I
<.
3

Dessa forma A(B + C) = AB + AC.

1. Seja A uma matriz real de ordem m x n e I, a matriz identidade de ordem n x n,

definida por (1,,)r; = dy;, onde:

) k:j’
Srj =
0, k#j.

Para demonstrar que Al, = A, vamos calcular o elemento (7, j) de Al,:

n n

[AL)i; = Z aik(Ln)kj = Z a0k = 45

k=1 k=1

De maneira analoga se I, for uma matriz identidade de ordem m x m, temos que
vale a igualdade I,,A = A.

Portanto Al, = Ae I,,A=A. Se m = n, temos que [,, = I,, entao Al =1A = A.

]
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1.4.7 Transposta

Seja uma matriz A = [a;j}mxn. Define-se a matriz transposta de A, denotada por A’

como a matriz A® = [aj;]nxm, em que cada elemento a;; ¢ dado por:
aij = aji-

Dessa forma a transposta de uma matriz é obtida trocando-se ordenadamente suas linhas

por colunas e as colunas por linhas.

Exemplo 1.4.5. Seja a matriz:

10 1 0
4 5 6
2x3
Sua transposta, denotada por Al, serd:
10 4
A'=11 5
0 6
3Ix2

1.4.8 Propriedades da Transposta

Definigao. Sejam A e B matrizes reais tais que as operagoes a Sequir sejam possiveis e

um escalar real k. Valem as sequintes propriedades:

i. Dupla Transposicao: (A = A;

ii. Transposi¢ao de uma adigao: (A + B)' = A" + BY;
iii. Transposicao do Produto por um Escalar:(kA)' = kA';
iv. Propriedade da multiplicacao:(AB)' = B'A?.

Demonstracao. Para realizar as provas, mostraremos que os elementos da matriz do lado
esquerdo da equacao sao iguais aos elementos correspondentes da matriz do lado direito,
utilizando as propriedades dos ntimeros reais.

Considere A = [a;;]mxn- Entdo o elemento na posicao (¢, ) da matriz A é a;;, para todo
i=1,...,mej=1,...,n. A transposta A’ é tal que seu elemento na posicao (i,j) ¢ a;;,

paratodoi=1,....,nej=1,...,m.
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i. Seja A = [Gij]mxn- Entdo:

[(A)s; = [Aji = a5
Portanto, (A")" = A.

ii. Sejam A = [@ij]mxn € B = [bijlmxn. Entdo temos que:
[(A+ B)ij = [A+ Blji = aji + by = [A"];; + [B'];

Assim, (A + B)t = A" + B".

iwi. Seja A = [@ij]lmxn € k. Note que:
[(kA);; = [kKA]j = k- ajo = k- [AT];; = [EA"];;

Portanto, (kA)' = kA"

w. Sejam A = [aij]lmxn € B = [bjk]nxp, onde j = 1,...,n & o indice de linha de B e

k=1,...,pé o indice de coluna de B. Entao:

n

[(AB) ks = [ABix = Y _ ayby,

j=1
Por outro lado:
[BtAt]ki = Z Bt k] At ijkam = Zaijbjk
j=1 j=1

Portanto como os resultados dos dois lados da coincidem, temos (AB)' = B*A.

1.4.9 Inversa

Seja A uma matriz quadrada de ordem n x n. Diz-se que A é inversivel se, e somente
se, existir uma matriz A~! também de ordem n X n, tal que o produto entre a matriz e

sua inversa é igual a matriz identidade I,,, ou seja:

AAT =ATTA =1,

Observacao 1.4.6. Uma condicao necessdria para que uma matriz possua inversa € que

ela seja quadrada. Entretanto, apenas ser uma matriz quadrada nao garante que ela tenha
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muversa. Se uma matriz nao possui inversa, dizemos que ela € nao invertivel ou singular.

Exemplo 1.4.7. Considere a matriz:

A=

0 -2
4 =5

Se a matriz A for inversivel, entao a sua inversa é uma matriz da forma:

e a b
e d|’
tal que AA™! = I,. Assim:

-2 b 1 -2 —2d 1
AVA =], = 0 a _ 0 N c _ 0
4 =5 c d 0 1 4a — 5c  4b— 5d 0 1
O que resulta nos sequentes sistema de equagoes:
—2c=1 —2d =0

4a — 5¢=0 4b —5d =1

Resolvendo os sistemas, obtemos a matriz inversa:

1.4.10 Propriedades da Inversa

Definicao. Sejam A, B e C matrizes quadradas de ordem n, tais que as operacoes a

sequir sejam possivers. Valem as sequintes propriedades:

. Unicidade da Inversa: Toda matriz inversivel tem uma e apenas uma inversa;

#. Inversa da Inversa: (A~Y)™! = A;
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iti. Inversa do Produto: (AB)™' = B~1A™1;

w. Inversa da Transposta: (AY)~! = (A71)%

Demonstracdao. Para realizar as provas, mostraremos que os elementos satisfazem as con-

digoes da definicao de matriz inversa.

0.

.

Suponha que existam duas matrizes B e C' tais que:
AB=BA=1, ¢ AC=CA=1,.

Logo:
B = BI, = B(AC) = (BA)C =I,C = C.

Portanto, B = C, assim a inversa é nica.

Pela definicao da inversa temos:
ATTA= A4 =1,
Portanto A ¢ a inversa de A™!, ou seja, (A71)~! = A.
Note que:
(AB)(B™'A™) = A(BB YA ' = AILA™' = AA™ = I,
Agora desenvolvendo o outro lado da equacao:
(B'AYAB)=B Y A'A)B=B"'1,B=B"'B=1,.

Assim temos que, (AB)™' = B71A™1.

Queremos mostrar que (A™1)! é a inversa de A’. Utilizando a propriedade da trans-

posta do produto, temos:

AA DY = (ATTA) =T =1,
Desenvolvendo o outro lado da equacao:

(AHA = (AA DY =T =1,

Portanto como sio iguais vale que, (A")~! = (A71)L.
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1.5 Determinante

O determinante ¢ um nimero real associado a uma matriz quadrada, obtido a partir
de operacgoes realizadas sobre seus elementos. Para uma matriz quadrada A de ordem n,

o determinante ¢ denotado por det(A).

1.5.1 Determinante de Matriz de Ordem 1

Seja A uma matriz quadrada de ordem 1:
A= [an]
Entao o determinante de A é simplesmente o valor do préprio elemento a7, ou seja:
det(A) = an
Exemplo 1.5.1. Seja A uma matriz quadrada de ordem 1:

A= [12]

O determinante desta matriz é:
det(A) =12

1.5.2 Determinante de Matriz de Ordem 2

Seja A uma matriz quadrada de ordem 2:

A:

a1 G12]

Q21 A22

O determinante da matriz A é obtido pela diferenca entre o produto dos elementos da

diagonal principal e o produto dos elementos da diagonal secundéaria, ou seja, pela formula:

det(A) = ay1a29 — ajpan

Exemplo 1.5.2. Seja A uma matriz quadrada de ordem 2:
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O determinante desta matriz é:

det(A)=6-3—1-5=13

1.5.3 Determinante de Matriz de Ordem 3

Seja A uma matriz quadrada de ordem 3:

apin G2 Q13

A= lan ax axs

asy Gz Aass
Para o calculo do determinante da matriz A de ordem 3 x 3, utilizaremos o método de-
nominado regra de Sarrus, que consiste, primeiramente, em ampliar a matriz, repetindo as
suas duas duas primeiras colunas a direita da matriz original. Em seguida, devem-se ob-
servar as diagonais principais (indicadas pelas setas continuas) e multiplicar os elementos
de cada diagonal, somando todos os seus produtos. O mesmo procedimento serd reali-
zado para as diagonais secundarias (indicadas pelas setas tracejadas). O determinante
serd a diferenca entre a soma das diagonais principais e a soma das diagonais secundarias,

conforme ilustrado a seguir:

ai a12 @13 ail 12
e N e
\ e N &
21 22 23 21 22
// /, \ /, \
£ £ e
a31 32 33 a31 a32

Assim, o determinante é dado por:
det(A) = (a11a22a33 + a12a23a31 + 0613@21@32) - (@13&226631 + aj1a93a32 + a12a216133)

Exemplo 1.5.3. Seja A uma matriz quadrada de ordem 3:
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O determinante desta matriz pela regra de Sarrus é:

det(A) = (4-9-(=2)+7-(=5)-(2)+(—4)-6-0) — ((—4)-9-24+4-(=5)-(0)+(7)-6-(—2)) = 14

1.6 Sistemas Lineares

Considere uma equacao linear com n variaveis 1, o, . .., T,; representada da forma:
a1 + a2 + -+ + apTy = D,

Onde aq,as,...,a, € b sao nimeros reais.

Um sistema linear S é portanto um conjunto de m equagcodes lineares com n incégnitas,

representado do seguinte forma:

r
a11T1 + A12T2 + - + ATy = bl

a21T1 + A20T2 + -+ + Gop Ty = by

\amlxl + Qa2 + -0 F AT = bm

1.6.1 Solucao de um Sistema Linear

Dizemos que a sequéncia ordenada de reais (x1,xo,T3,...,%,) € a solu¢do de um sis-
tema linear S se ela for a solucao de todas as equacoes que compoem o sistema S. Con-

sidere um sistema com m equacoes lineares e n incoégnitas, representado por:
a11T1 + 199 + -+ + Q1 Ty = bl
A21X1 + Q222 + *++ + AopXy = bg
Am1T1 + ApaZe + -+ + ATy = bm

Assim a sequéncia (z1, xs,...,x,) é solucdo quando todas as m igualdades forem verifi-
cadas.
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Exemplo 1.6.1. Considere o sistema linear:

3r+2y =28
lr =2y =0

O par ordenado (2,1) e a solugao do sistema pois garante que as igualdades sejam verda-

deiras:

— w
~—~ —
[\ \)
S~— S~—
l +
DO [\
—~ —~
[
~— S~—
I

1.6.2 Equivaléncia de Sistemas Lineares

Dois sistemas lineares sao ditos equivalentes quando possuem o mesmo conjunto so-
lugao. Em outras palavras, os sistemas S7 e Sy sao equivalentes se toda solucao de S; é

solucao de Sy, e vice-versa.

Exemplo 1.6.2. Considere os sistemas a sequir:

r + y =3 2 + 2y = 6
S e Sy

r —y =1 r — y =1
Note que sao equivalentes pois ambos tém como solu¢ao o par (2,1).

1.6.3 Classificacao de Sistemas Lineares

De acordo com o numero de solucoes que um sistema linear com coeficientes reais

apresenta, ele pode ser classificados em:

e Sistema Possivel e Determinado (SPD): E um sistema linear S que apresenta

uma tnica solucao.

e Sistema Possivel e Indeterminado (SPI): E um sistema linear S que apresenta

infinitas solucgoes.

e Sistema Impossivel (SI): E um sistema linear S niio apresenta nenhuma solugao.
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1.6.4 Representacao Matricial de um Sistema Linear

E possivel representar um sistema linear com coeficientes reais na forma de uma equa-

¢cao matricial, dada por:

a1x Q2 - Qip X1 by
Q21 Q22 -+ Aoy €2 by
Am1  Am2 Amn Tp bm
ou entao por:
Axr =0,

no qual A é a matriz dos coeficientes, x a matriz-coluna das incognitas e b a matriz-coluna

dos termos independentes.

1.6.5 Matriz Aumentada de um Sistema Linear

Outra maneira de representar um sistema linear real é por meio da matriz aumentada,
formada pela juncao da matriz dos coeficientes A com a matriz dos termos independentes

b, separadas por uma linha vertical. Essa representagdo pode ser denotada por (A|b):

aj; @iz - Qi | by
a1 Qg -+ Qg | bo
Am1 Am2 - Omnp bm

Nesse caso, quando a matriz é de ordem m X n, apos ser escrita na sua forma aumentada

ela terd n + 1 colunas.



Capitulo

2

Métodos Diretos

Nos baseamos em Ruggiero; Lopes (1995), para fundamentar este capitulo, os métodos
diretos sao descritos como métodos em que, a menos de erros de arredondamento, fornecem
a solucao exata do sistema linear, caso ela exista, apés um nimero finito de operacoes.
Diferenciam-se dos métodos iterativos por nao dependerem de aproximagoes sucessivas,
mas sim de procedimentos de resolucao bem definidos que resultam na solucao do sistema.

Eles sao ideais para resolver sistemas lineares de tamanho moderado. Entretanto, nao
sao capazes de resolver sistemas de grande porte, devido ao elevado niimero de operacoes
envolvidas. Ruggiero e Lopes reforcam esse ponto ao calcular o esfor¢co computacional de

operagoes realizadas por métodos como a Regra de Cramer:
Se n for igual a 20 podemos mostrar que o nimero total de operacoes
efetuadas serd 21 x 20! 4+ 19 multiplica¢ées mais um numero semelhante
de adicoes. Assim, um computador que efetua cerca de cem milhoes de
multiplicacdes por segundo levaria 3 x 10° anos para efetuar as operacoes
necesséarias. (Ruggiero; Lopes, 1995, p. 118)

Essa estimativa evidencia por que a Regra de Cramer ¢ impraticavel mesmo para siste-
mas de tamanho moderado, como n = 20. Em contraste, métodos como a Eliminacao de
Gauss e a Fatoragao LU que serao detalhados nas se¢oes seguintes sao consideravelmente
mais eficientes, com com custo computacional significativamente menor.

E importante ressaltar que a aplicacdo desses métodos para obter uma solucio tnica
(sistema possivel e determinado) exige que a matriz dos coeficientes seja quadrada (isto
é, com n equagoes e n incognitas) e inversivel, ou seja, det(A) # 0. Caso det(A) =0, o

sistema pode ser impossivel ou indeterminado.
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2.1 Método da Eliminacao de Gauss

O método da Eliminacao de Gauss consiste em transformar o sistema linear original
em um sistema equivalente com matriz dos coeficientes triangular superior, permitindo
que a resolucao do sistema ocorra de maneira imediata por meio da substituicao reversa.

Para determinarmos esse sistema, podemos aplicar as seguintes operacoes elementares:

1. trocar a posicao de duas linhas;
22. multiplicar uma linha por uma constante nao nula;

6. adicionar a uma linha outra linha multiplicada por uma constante nao nula.

Durante o processo, em cada etapa k identifica-se um pivo, que é o elemento ay; da
matriz naquela etapa. Caso esse elemento seja nulo ou muito préximo de zero, realiza-se
uma troca de linhas para garantir um pivo adequado. A partir do pivo, calculam-se os

multiplicadores associados as linhas abaixo dele, dados por:

Qi

mig =
Ak

Cada multiplicador é utilizado para eliminar os elementos a;;, situados abaixo do pivo,
por meio de operacoes elementares nas linhas da matriz, de modo a zerar esses coeficientes

e deixar a matriz em sua forma triangular superior.

Exemplo 2.1.1. Seja o sistema linear:

2 + 4y + 22 = 8
r + 2y + 3z = 10

3r + y + 2z = 6

Este sistema pode ser representado pela matriz aumentada:

2 4 2|8
1 2 3|10
31 1]6

O objetivo € resolver o sistema utilizando o Método da Eliminacao de Gauss, assim como

primeira operacao elementar, vamos eliminar o elemento abaizo de ay,. Para isso vamos
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calcular o multiplicador, dado por:

21 1

m = — = —

2= T2
Em sequida vamos subtrair da sequnda linha a primeira linha multiplicada por moy para

zerar o termo ag1, obtendo a matriz:

Em sequéncia a partir da matriz obtida, vamos encontrar o multiplicador que zere o ele-
mento abairo de a1 que é:
asy 3
mg = — = 3
aiy 2
Em sequida vamos subtrair da terceira linha a primeira linha multiplicada por ms,

para zerar o termo azy, obtendo a matriz:

2 4 2 8
0O 0 2| 6
0 -5 —-2|-6

Agora podemos trocar a posicao da sequnda linha pela terceira linha:

2 4 2| 8
0 -5 —-2|-6
0O 0 2| 6

Assim, podemos concluir que o sistema inicial € equivalente ao sistema:

2 + 4y + 2z = 8
-5y — 2z = —6

2z = 6
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Resolvendo o sistema triangular superior por substituicao reversa temos que, a partir da

terceira equacao, obtemos o valor de z:
22 =060 = z2=3
Substituindo o valor de z na sequnda equagao, encontramos y:
—5y—23)=—-6 = -by—6=-6 —= —-Sy=0 = y=0
Por fim, substituindo y = 0 e z = 3 na primeira equagao, obtemos x:
20 4+4(0)+2(3) =8 — 2r4+6=8 — 2r=2 — x =1

Portanto, a solu¢ao do sistema é (x,y,z) = (1,0, 3).

2.1.1 Estratégias de Pivoteamento

As estratégias de pivoteamento consistem em procedimentos para a selecao adequada
da linha e/ou coluna pivotal durante o processo de resolugdo de sistemas lineares. A
escolha do elemento pivo ideal é essencial para evitar trabalhar com pivés proximos de
zero, que podem conduzir a resultados numericamente imprecisos devido a amplificacao

de erros de arredondamento. Podendo ser classificadas em:

e Estratégias de Pivoteamento Parcial: Consiste em selecionar, a cada etapa
k do processo de eliminacao, o elemento de maior médulo entre os coeficientes da
coluna k, a partir da linha k e trocar as linhas k e i se for necessario. Esta estratégia
garante que os multiplicadores tenham moédulo entre zero e um, evitando o aumento

de erros de arredondamento.

e Estratégias de Pivoteamento Completo: Nesta estratégia, seleciona-se como
pivo, a cada etapa k do processo, o elemento de maior mdédulo considerando todos os
elementos que ainda participam do processo de eliminacao. Podendo ser necessarias

trocas de linhas e colunas, assim reorganizando as incégnitas do sistema.
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2.2 Fatoracao LU

A Fatoracao LU é um método de decomposicdo matricial que consiste em expressar

uma matriz quadrada A, », como o produto de duas matrizes triangulares:
A=LU.

A matriz U corresponde a matriz triangular superior obtida ao final do processo de Eli-

minacao de Gauss da matriz quadrada A, dada por:

A matriz L é a matriz triangular inferior com diagonal unitaria, cujos elementos abaixo
da diagonal sao os multiplicadores m;; utilizados durante o processo de eliminagao para

zerar os elementos abaixo da diagonal principal:

1 0 0
L= ™Moy 1 0

mgy  Mmszz 1

Assim, dados o sistema linear Ax = b e a fatoracao LU da matriz A, temos:
Ar =b < (LU)x =0b.

Seja y = Uxz. A solucdo do sistema linear pode ser obtida através da resolu¢ao de dois

sistemas triangulares:
. Ly = b, no qual encontraremos o vetor y.
1. Uz = y, para encontrar o vetor solucao x do sistema original.

Exemplo 2.2.1. Considere o sistema linear:

[L’1—|—$2+$3:2
201 + 3x9 + 4dxz3 = 5

3[171 + 5ZL’2 + 21‘3 = 3
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Este sistema pode ser representado na forma matricial Ax = b, onde:

O objetivo € resolver o sistema utilizando a fatoragdo LU, ou seja, expressar A como o

produto de duas matrizes triangulares:
A=LU.

Assim vamos comegar aplicando o método da Eliminacao de Gauss sobre A, tendo como
primeiro passo eliminar os elementos abaixo de ay1. Para isso vamos calcular os multi-
plicadores:
21 2 asy 3
m21:—:—:27 m31:—:—:3
a1 1 a1 1
Em sequéncia subtraimos da sequnda linha a primeira linha multiplicada por mo; e da

terceira linha a primeira linha multiplicada por ms;. Apds essas operacoes, obtemos a

matriz:
1 1 1
0 1 2
0 2 -1

Agora eliminamos o elemento abaizo de asr.Calculamos o multiplicador:

aso 2

mgy = — =
22

=2

Por fim subtraimos da terceira linha a sequnda linha multiplicada por mss, obtendo a

matriz triangular superior U:

1 1 1
U=]10 1 2
0 0 =5
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Agora resolvendo Ly = b:

Y1 = 2
201 + o = 5

1 + 2y + y3 = 3

Como L ¢ uma matriz triangular inferior, resolvemos por substituicao direta a partir da
primeira equacao, temos:

Yy =2

Substituindo o valor de y, na sequnda equacdo, encontramos ys:
22)typ=5 = d+yp=5 = y =1
Por fim, substituindo y; = 2 e yo = 1 na terceira equacao, obtemos ys:

32)+2(1)+y3=3 = 6+24+ys=3 = 8+ys;=3 = y3 = —>H

Portanto,
2
y=1 1
-5
Finalmente, resolvemos Ux = y:
T + T2 + T3 = 2
) + 2?[73 = 1
—5.’13‘3 = —5

Resolvendo o sistema triangular superior por substituicao reversa temos que, a partir da

terceira equacgao, obtemos o valor de xj3:
—5$3:—5 — 1'3:1
Substituindo o valor de x3 na sequnda equacao, encontramos Ts:
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Por fim, substituindo o = —1 e x3 = 1 na primeira equacao, obtemos x:
rn+1(-1)+1(1)=2 = n1+-1+1=2 = 2, =2
Portanto, a solucao do sistema é

r=|-1

2.2.1 Fatoracao LU com Estratégia de Pivoteamento Parcial

Para aplicar a estratégia de pivoteamento parcial & fatoracao LU, é necessario realizar
permutacoes de linhas na matriz A* no inicio de cada etapa k da eliminacdo de Gauss. Essa,
permutacao de linhas ocorre por meio de matrizes de permutagao P, que correspondem
a matriz identidade com suas linhas reorganizadas.

Ao pré-multiplicar a matriz original A por P, obtém-se a matriz PA, cujas linhas
representam a reorganizacao das linhas de A conforme as trocas realizadas na matriz

identidade para formar P. Assim a fatoracdo é expressa por:
PA=LU

Assim considere o sistema linear Az = b, cujos fatores L e U sao obtidos através da
Eliminacao de Gauss com pivoteamento parcial. No qual os fatores A’ = PA, representam
a matriz A apo6s as permutacoes de linhas. As mesmas permutacoes aplicadas a A devem
ser aplicadas ao vetor b, uma vez que permutar as linha linhas de A resulta em permutar

as equacoes do sistema Az = b. entdo temo:
v = Pb
O sistema linear transformado A’x = I/ é equivalente ao original e, como A’ = LU, temos:
Az =V — PAx = Pb— (LU)x = Pb

Assim é preciso resolver os sistemas triangulares:

i. Ly = Pb, no qual encontraremos o vetor y.

1. Uz =y, para encontrar o vetor solucao = do sistema original.
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Exemplo 2.2.2. Seja o sistema linear:

05131 + To + XT3 = 3
Ty + 3332 + x3 = 10
21]1 — To + XT3 = —1

Este sistema pode ser representado na forma matricial Ax = b, onde:

0 1 1 3
A= |1 3 1 e b= 10
2 -1 1 -1

Aplicando as estratégias de Pivoteamento Parcial, encontramos como pivd desta etapa o
maior elemento em mddulo da coluna 1, que € az; = 2. Realizando as devidas permutagoes,

obtemos a matriz de permutacao P dada por:

0 0 1
P=10 1 0
1 0 O

Aplicando a matriz de permutacao P a matriz A e ao vetor b, obtemos:

2 -1 1 -1
PA=|1 3 1 e Pb=| 10
0 1 1 3

Assim vamos comecar aplicando o método da Eliminacao de Gauss sobre PA, tendo como
primeiro passo eliminar os elementos abaixo de ai1. Para isso vamos calcular os multi-
plicadores:
a921 1 asy 0
mog=-—=-, my=—=-=0
a1 2 a1 2
Em sequéncia subtraimos da sequnda linha a primeira linha multiplicada por moy e na

terceira nao € necessdria nenhuma operacao. Apds essa operacao, obtemos a matriz:

S IR
L I
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Agora eliminamos o elemento abaizo de asr.Calculamos o multiplicador:

2
m32 = — = = —
929 7

INIESTINE

Por fim subtraimos da terceira linha a sequnda linha multiplicada por mss, obtendo a

matriz triangular superior U:

2 -1 1
v-lo 1o
o o0 ¢

Jd a matriz inferior L é formada pelos multiplicadores:

1 0
L=1] 1 1
0 2
Agora resolvendo Ly = Pb:
Y1 = —1
%yl + Y = 10
290+ ys = 3

Como L é uma matriz triangular inferior, resolvemos por substituicao direta a partir da
Primeira equacao, temos:

y1 = —1
Substituindo o valor de y; na seqgunda equacao, encontramos ys:

1 1 1 21
5(—1)4‘92:10 = —5—1‘92:10 = y2=10+§ = =

Por fim, substituindo ys = % na terceira equacao, obtemos ys:

2 21
?(7)—0—3/3:3 = 3+y3=3 = y3 =0
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Portanto,
-1
y=| 2
0
Finalmente, resolvemos Ux = y:
21’1 — Tro + r3 = —1
%mg + %mg = 2—21
gl'g = 0

Resolvendo o sistema triangular superior por substituicao reversa temos que, a partir da

terceira equacao, obtemos o valor de xj3:

6
?{L‘gzo — x3=10

Substituindo o valor de x3 na sequnda equacgdo, encontramos Ta:

7 21 7 21 21
—J]2+2(0):— = —X9=-—— —> T9 =

2 2 2 2 57 T =

=N

Por fim, substituindo xo = 3 e x3 = 0 na primeira equacao, obtemos xy:
20 —13)+10)=—-1 = 1+ -3=-1 = 21, =2 = x; =1

Portanto, a solucao do sistema €
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Matrix Calculator

3.1 Introducao ao Software Matrix Calculator

O Matriz Calculator € uma ferramenta desenvolvida para resolver e simplificar ope-
racoes envolvendo matrizes, sistemas lineares e calculos de vetores. Desenvolvido por
Viktor Mukhachev, o software esta disponivel gratuitamente como plataforma online
(https://matrixcalc.org) e também como aplicativo para Android e Windows.

O software possui uma gama de operacoes que vao desde as basicas como o calculo
de determinantes, inversao, adicao e multiplicacao de matrizes, até as avancadas como
decomposicoes matrizes, autovalores, autovetores e resolucao de sistemas lineares como
descrito em sua pagina da Microsoft Store. Sua interface é simples e intuitiva, de forma
que basta inserir os valores nos locais correspondentes e escolher a operacao para visualizar
o resultado.

Voltado principalmente para a area da Matemaética, o Matriz Calculator destaca-se
por tornar o processo de célculo mais dinamico facilitando a visualizacao e compreensao

dos procedimentos realizados em cada etapa.

3.1.1 Estrutura do Software Matriz Calculator

A tela inicial do Matriz Calculator apresenta uma interface simples e bem organizada,

conforme ilustrado na Figura 3.1:
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Figura 3.1: Tela inicial do Matriz Calculator

Matrix calculator

Operacbes envolvendo Matriz A: Matriz B:
matrizes v/

Solucdes de Sistemas de
Equacbdes Lineares
Calculadora de
determinantes

Calculo dos autovalores
proprios e vectores _ _
R — [ Mutiplicar por [ Muttiplicar por

- . [ Matriz Diagonal [ Matriz Diagonal
eoria necessaria & Lo s | —eeed | oz hgons |
Decomposicio LU || Fatorago de Cholesky | Decomposicao LU

[2a+38 vl=]

Mostrar nimeros decimais

(S

» Detalhes (Produto de matrizes)

Com esta calculadora vocé pode: calcular o determinante, o posto, uma soma de matrizes, um produto de matrizes, uma matriz inversa e outros.

« Deixa células vazias para entrar de uma matriz néo quadrada
« » Voceé pode usar: decimais exatos, decimais periédicos: [1/3 [-1-3(56)], or algumas expressoes aritméticas: [2/3+3*(10-4) |, [ (1#x) /y"2],
[27@.5 (=y2)]. [2~(2/3)]. [2*n], [sin(phi)], [cos(3-1 [(root of near 1.2)]

Use [ ¢ Enter], [Barra de espaco], [« | |[~], [Backspace|, and [ Excluir] para percorrer as células, [Ctil]+[ C ]/[Ctrl|+[ V] - para copiar matrizes.
« Arraste umas matrizes de resultados (Drag-and-drop ¢ ) ou de um editor de texto.
« Para a teoria de matrizes e operacdes com elas, consulte a pagina da Wikipedia ¢

» Exemplos

Fonte: Autoria Prépria

No canto superior esquerdo da interface, logo abaixo do titulo "Matriz Calculator”,
sao listadas as principais funcionalidades do programa. Entre elas, estao as operacoes
matriciais basicas, que estao ativas por padrao, solucao de sistemas de equacoes linea-
res, calculo de determinantes, obtencao de autovalores e autovetores, e acesso a teoria
necessaria, que direciona o usuério a materiais de apoio.

Ao centro, sao exibidos os campos das matrizes A e B, onde usuario pode inserir valores
através das células, ajustar suas dimensoes ou limpar os dados. Proximo a esses campos,
h& uma série de botoes que permitem realizar operagoes basicas e avancadas, como soma,
subtracao, multiplicacao, trocar a ordem das matrizes, calculo do determinante, matriz
inversa, matriz transposta, decomposicao LU e fatoracao de Cholesky.

Na parte inferior da interface, encontram-se as opcoes de ajustar a exibicao dos resul-
tados para forma decimal, exportar os resultados ou excluir as matrizes inseridas. Além de
um exemplo pré-gerado que demonstra o método de resolucao do software, acompanhado

por uma breve explicagao sobre sua utilizacao logo abaixo.

3.2 Operacoes Matriciais

Para efetuar operacgoes utilizando o Matriz Calculator, o usuario deve primeiro inserir

os valores nas células da matriz A, conforme ilustrado na Figura 3.2:
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Figura 3.2: Matriz A

| Determinante Matriz Inversa

| Multiplicar por 2 || Matriz Tnangular
Matriz Diagonal ” Elevado a 2

| Mawizinversa |

| Matriz Transposta || Posto |
|

|

Decomposi¢do LU || Fatoracdo de Cholesky |

Fonte: Autoria Propria

Para operacoes que envolvem duas matrizes, é necessario também preencher os valores

da matriz B, conforme mostrado na Figura 3.3:

Figura 3.3: Matriz B

| células

| Determinante Matriz Inversa

| Multiplicar por 2 || Matriz Triangular
| Matriz Diagonal || Elevado a 2

| Matriziversa |

| Matnz Transposta ” Posto |
|

|

| Decomposicéo LU || Fatoracdo de Cholesky |

Fonte: Autoria Propria

Considere as matrizes A e B apresentadas acima. Podemos efetuar as seguintes ope-

ragoes:

3.2.1 Adicao de Matrizes

A operagao de adi¢ao (A + B) é realizada através do botao correspondente localizado
ao centro da pagina, desde que as matrizes possuam a mesma dimensao. A Figura 3.4

ilustra o resultado obtido apds a operacao:
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Figura 3.4: Adi¢ao de Matrizes

Matriz A

| Dckrmnante | | | Dcteminante | Matiziversa |
Matriz Transposta | Matriz Transposta ” Posto |
|

‘ Multiplicar por H Matriz Triangular | ‘ Multiplicar por H Matriz Triangular

‘ Matriz Diagonal ” Elevado a | Matriz Diagonal ” Elevado a |

‘ Decomposicéo LU ” Fatorac&o de Cholesky | Decomposicéo LU ” Fatorac&o de Cholesky |
[2a+38 [ =]

Mostrar nimeros decimais | Limpar " +

‘1 3 4 6 d 9 ‘ Inserirna A |
9 1 |+ 0o |=[ s 1 | _nsenrnaf |
1 5 0 6

» Detalhes (Adicdo de matriz)

Fonte: Autoria Propria

Também é possivel exibir os detalhes da operacao por meio da opgao de nome corres-

pondente, como mostrado na Figura 3.5:

Figura 3.5: Detalhes da adigao de Matrizes

Matriz B:

| Detemnante [ Matiziversa | | Deteminante | Matziversa |
\

‘ Multiplicar por H Matriz Triangular ‘ Multiplicar por 2 H Matriz Triangular
‘ Matriz Dlagona\ H Elevado a ‘ Matriz Diagonal H Elevado a ‘

‘ Decomposig: H Fatoraco de Cholesky ‘ " H Fatoracdo de Cholesky ‘

‘yu,B

Mostrar nimeros decimais ‘ Limpar H +

H

Detalhes (Adic&o de matriz)

A soma de duas matrizes é calculada adicionando elementos correspondentes das matrizes.
. . 111 2 3+6 .
10 3 1 6 1+1 o+ +6 9
9 41 |+ 0 0 |=|] 9+0 4+4 1+0 |=| 9 1
VI BB ANE ST 145 243 540 | \ &

Fonte: Autoria Propria

3.2.2 Multiplicacao por um Escalar

A operacao de multiplicacao por um escalar é realizada por meio do botao "Multiplicar
por", localizado abaixo da matriz que se deseja multiplicar. Basta inserir a matriz A e

especificar o valor do escalar, nesse caso 3 conforme ilustrado na Figura 3.6:
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Figura 3.6: Multiplicagdo da Matriz A por um escalar

Matriz A: Matriz B:

| Matriz Transposta "

|

I N— [ A8 ] | MatizTansposta | Posto |
H Matriz Triangular | | Multiplicar por 2 || Matriz Triangular |
| M nal |

|

” Elevado a 2 |

Elevado a 2

LU | Fatoragio e Gholesky | | : LU | Fatorago de Cholesky
28438

Mostrar nimeros decimais | Limpar

(33241

Fonte: Autoria Propria

3.2.3 Multiplicagao de Matrizes

A multiplicacdo (A x B) é realizada através do botao correspondente, desde que o
nimero de colunas de A seja igual ao niimero de linhas de B. A Figura 3.7 apresenta o

resultado com detalhes:

Figura 3.7: Multiplicacao da Matriz A pela B

Matriz A: Matriz B:

|
sta | |
‘ Multiplicar por E ” Matriz Triangular | ‘ Multiplicar por 2 ” Matriz Triangular |
‘ Matriz Diagonal ” Elevado a 2 | Matriz Diagonal ” Elevado a 2 |

‘ Decompeosicéo LU ” Fatoracdo de Cholesky | ‘ Decompesicéo LU ” Fatoracdo de Cholesky |

[2a+38

Mostrar nimeros decimais | Limpar || +
"1 03\f126)\ (16 11 & [ InserirnaA |
941 || o040 |=[ 12 37 54 inserirnaB |
125 530 26 25 6 [ InserirnaB |

¥ Detalhes (Produto de matrizes)

Produto de matrizes ¢ : linhas da primeira matriz s&o multiplicados por colunas da matriz segundo.

1 1 126 1-140-043-5 1-240-443-3 1-6+0-0+3-0 16 11 6
9 1 ][ o 40 |=| 91+4-0+1-5 9-24+4-4+1-3 9-6+4-0+10 |=| 14 37 54
1 5 530

1-142-045-5 1-2+2-4+45-3 1-6+2:0+5-0 | \ 26 25 6

Fonte: Autoria Propria

3.2.4 Transposta de uma Matriz

Para determina a transposta de uma matriz, basta inserir a matriz A e dar o comando

por meio do botao "Matriz Transposta", localizado abaixo da matriz que se deseja operar,
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conforme ilustrado na Figura 3.8:

Figura 3.8: Transposta da Matriz A

Matriz A:

| Multiplicar por H

Matriz Diagonal ” Elevado a |

| Decomposigéo LU ” Fatoracéo de Cholesky |

Matriz B:

Matriz Transposta "

| Multiplicar por || i
Matriz Diagonal " Elevado a |

Decompeosigdo LU " Fatoracéo de Cholesky |

Mostrar nimeros decimais

Fonte: Autoria Propria

3.2.5 Inversa de uma Matriz

Para calcular a inversa de uma matriz, deve-se repetir o processo inserindo a matriz
A e selecionar o botao "Matriz Inversa", localizado na mesma &rea da opcao anterior. A
matriz deve ser quadrada e possuir determinante diferente de zero para que a operacao

seja realizada, conforme demonstrado na Figura 3.9:

Figura 3.9: Inversa da Matriz A

Matriz A:

‘ Multiplicar por H Matriz Triangular
‘ Matriz Diagonal H Elevado a ‘

‘ Decomposicéo LU H Fatorac&o de Cholesky ‘
[2a+38
Mostrar nimeros decimais
3 ®
-1
15
7
5 =
» Detalhes (Método de Montante)
» Detalhes (Eliminacéo de Gauss-Jordan)
» Detalhes (Usando a matriz adjunta)

Matriz B
L]

Matriz Diagonal

Decomposicéo LU

| Inserir na B
[@

Fonte: Autoria Propria

Logo abaixo da solucao, sao disponibilizados diferentes métodos de resolucao em de-

talhes, casso o usuério deseje saber o processo de resolugao por um método especifico.
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3.2.6 Determinante

Para calcular o determinante de uma matriz, basta inserir uma matriz quadrada A e

clicar na opcao de determinante para realizar o calculo como mostrado na Figura 3.10:

Figura 3.10: Determinante da Matriz A

Matriz B:

| Matriz Transposta | |
‘ Muttiplicar por 2 H Matriz gular ‘

| |
‘ Matriz Transposta ‘ ‘ Matriz Transposta H
|

‘ Multiplicar por 2 H Matriz Triangular

‘ Matriz Diagonal H Elevado a 2 ‘ ‘ Matriz Diagonal H Elevado a - 2 ‘

‘ Decompesicdo LU H Fatoracdo de Cholesky ‘ Decompesicéo LU H Fatoracdo de Cholesky ‘

Mostrar nimeros decimais ‘ Limpar |

1 [=60

» Detalhes (Regra do tridngulo)

» Detalhes (Regra de Sarrus)

» Detalhes (Método de Montante)
» Detalhes (Eliminacdo de Gauss)

Fonte: Autoria Propria

Também é possivel ver os detalhes de cada método de resolugao casso o usuario queira

entender os diferentes processo de resolucao.

3.3 Resolucao de Sistemas Lineares por Métodos Diretos

,

Como mencionado anteriormente, o software também é capaz de resolver sistemas
lineares. Para acessar esse ambiente, basta clicar na opc¢do "Solucoes de Sistemas de
Equacoes Lineares"e a interface de mesmo nome serd exibida, conforme ilustrado na
Figura 3.11:

Figura 3.11: Ambiente de Solugtes de Sistemas de Equagoes Lineares

Matrix caleulator

Operagbes envolvendo Solugdes de Sistemas de Equagdes Lineares
matrizes

" Entre os coeficientes de seu sistema, deixe os campes em branco se as varidveis néo participam nos equacdes.
Solucdes de Sistemas de

Equacdes Lineares v O sistema de equacdes:

Calculadora de —
determinantes P =1
Calculo dos autovalores

proprios e vectores

proprios

Teoria necessaria &

céo utilizando o Método de 3 Resolver

Mostrar nimeros decimais.

Fonte: Autoria Propria
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Neste ambiente, o primeiro passo para resolver sistemas lineares é preencher as células
do sistema com os valores desejados da mesma forma que no ambiente de matrizes. Por
padrao, estao disponiveis as opcoes de aumentar, diminuir e limpar o sistema, além da
opcao de resolucao. O método de resolucao padrao é o método de Gauss, mas é possivel
selecionar outros métodos de resolucao conforme for necessario. Considere como exemplo

o sistema exibido na Figura 3.12.

Figura 3.12: Sistema Linear

Solugdes de Sistemas de Equacgées Lineares
Entre os coeficientes de seu sistema, deixe os campos em branco se as varidveis ndo participam nos equacbes.

0O sistema de equactes:

[Eﬁz’f [ 1
l‘ :x1+‘

i
i

o | & + |

x1+ ‘_1

‘So\ur;éo utilizando o Método de Gau:v H Resolver

Mostrar niimeros decimais

Fonte: Autoria Prépria

Podemos resolvé-lo no software usando os seguintes métodos:

3.3.1 Eliminacao de Gauss

Por padrao, o método de eliminagcao de Gauss ja esta selecionado. Ao clicar em "Re-

solver", obtemos a solugao apresentada na Figura 3.13: O software apresenta uma solucao

Figura 3.13: Método de Gauss

Solug&o utilizando o Método de Gauss ¥
(Algorithmo)« Transformar a matriz aumentada do sistema em uma matriz aumentada na forma escalonada:

-\ 4
Helxn e -
1]6 R
Ly—1-L1—Ly P

1102

[ X tx +x3
l x3

—1-x3

6
0
-4

o Da equacéo 3 do sistema (1) obtemos a variavel x3:
—x3—4
x3=4
Da equacéo 2 do sistema (1) obtemos a variavel x5
x3=0
Da equac&o 1 do sistema (1) obtemos a variavel x;:
x1=6—x;—x3—=6—0—4=2

Resposta:

x1=2
x=0
x3=4

\

Asnlucéogeralix’=( 0 )

Fonte: Autoria Propria
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detalhada, listando cada passo da resolucao através de operagoes sobre as linhas da matriz
aumentada. Em seguida o algoritmo transforma a matriz em sua forma escalonada, per-
mitindo a resolucao por substituicao reversa. Caso existam duvidas, é possivel clicar nas

interrogacoes destacadas em azul para obter mais detalhes sobre as operacoes realizadas.

3.3.2 Fatoracao LU

O processo de fatoracao LU é um pouco mais complexo que o método anterior. Inicial-
mente, é necessirio representar o sistema linear em sua forma matricial dada por Az =0
no ambiente de matrizes, onde o vetor b é representado como uma matriz coluna B. A
Figura 3.14 ilustra a representacao matricial do sistema apresentado anteriormente na
Figura 3.12:

Figura 3.14: Forma Matricial do Sistema

Matriz A: Matriz B:

Determinante Matriz Inversa

| MatizTransposta | Posto | [~ A-B | [ MatizTransposta |
| Multiplicar por 2 HMalnTngular| - |M” Matriz Triangular |
[ voreoogma | oemws [3] Do | Eeaios  [7]

[2a+38

Fonte: Autoria Propria

Em seguida, é necessario realizar a decomposicao da matriz A no produto LU através
da opc¢ao "Decomposicao LU", onde L é uma matriz triangular inferior e U ¢ uma matriz

triangular superior, conforme demonstrado na Figura 3.15:

Figura 3.15: Decomposicao LU da Matriz A

Matriz A: Matriz B:

‘ Multiplicar por 2 H E ar ‘ ‘ Multiplicar por 2 H
2 |

‘ Matriz Diagonal H Elevado a Matriz Diagonal H Elevado a 2 ‘

_‘ Fatoracdo de Cholesky ‘ Decomp o LU H Fatoracdo de Cholesky ‘

[2a+38

Mostrar nimeros decimais ‘ Limpar

AR

» Detalhes (Decomposicéo LU)

3\

4t
1 0
il

Fonte: Autoria Propria
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Retornando ao ambiente de sistemas lineares, é preciso inserir a matriz triangular
inferior L e o vetor b para representar o sistema Ly = b, conforme ilustrado na Figura
3.16:

Figura 3.16: Representagao do sistema Ly = b
Solugdes de Sistemas de Equacgoes Lineares

Entre os coeficientes de seu sistema, deixe os campos em branco se as variaveis ndo participam nos equacdes.

O sistema de equaces:

[ Cdn+[ ¢

i+

do utilizando o Método de Gauevn Resalver

Mostrar nimeros decimais

Fonte: Autoria Propria

Ao pressionar a opcao "Resolver", obtermos os valores do vetor solucao y através do

método de Gauss como evidenciado na Figura 3.17:

Figura 3.17: Resolugao do sistema Ly = b

Solugao utilizando o Método de Gauss ¥

orithmo) # Transformar a matriz aumentada do sistema em uma matriz aumentada na forma escalonada:
. RN = y ;o
oxen @ (@unjeV e
2 Ly—1-Ly—Ly 5 VY L1l

6
0 (1
—4

o Da equacéo 3 do sistema (1) obtemos a variavel y,
yy=—4

o Da equacéo 2 do sistema (1) obtemos a variavel y,’

¥,=0
o Da equacéo 1 do sistema (1) obtemos a variavel y,
¥,=6

Fonte: Autoria Propria

Agora é necessario inserir a matriz triangular superior U e o vetor solucao y para

representar o sistema Uz = y conforme ilustrado na Figura 3.18:
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Figura 3.18: Representacao do sistema Uz

Solugdes de Sistemas de Equagdes Lineares
Entre os coeficientes de seu sistema, deixe os campos em branco se as varidveis nao participam nos equacbes.

O sistema de equacdes:

[71:‘,!+|:1\"3+\:1\{?=

[ dut] azt[ d=n-=

B.zl+| ax;+‘ -1‘:3:
|Solug§n utilizando o Método de Gau:v H Resolver ‘
Mostrar nimeros decimais

Fonte: Autoria Propria

Novamente ao pressionar a opc¢ao "Resolver"obtermos agora o vetor solucao = do

sistema original utilizando do método de Gauss conforme mostrado na Figura 3.19:

Figura 3.19: Resolucao do sistema Ux =y

Solugao utilizando o Método de Gauss+

(Algorithmo) ¢ Transformar a matriz aumentada do sistema em uma matriz aumentada na forma escalonada:
11 1|6
01 0 0
00 —1|—4

[xl +x; +x3 6
4 x2 0 (1)
l =ik = =2

o Da equacéo 3 do sistema (1)} obtemos a varidvel x5
—x3=—4
x3—4

o Da equacao 2 do sistema (1) obtemos a variavel x;:
x3=0

o Da equac#o 1 do sistema (1) obtemos a varidvel x;
x1=6—x3—x3=6—0—4=2

Resposta:

A solugéo geral: X‘:(

Fonte: Autoria Propria
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Algumas aplicacoes

Neste capitulo, buscamos evidenciar algumas aplica¢oes dos métodos diretos na resolu-

cao de sistemas lineares através do software Matrix Calculator, utilizando como referéncias
Leon (2010).

Aplicacao 4.1. Em circuitos elétricos, € possivel determinar a intensidade da corrente
em cada ramo a partir dos valores das resisténcias e tensoes. Considere o circuito a sequir
apresentado na Figura 4.1:

Figura 4.1: Circuito elétrico

16 volts
! I
< L

§ 2 ohms

—— 8 volts

2 ohms

Ae—1— W\

; 3 ohms
2
< MW

Fonte: Autoria Propria

Os simbolos apresentados na Figura 4.1 representam, respectivamente:

Fio condutor

4“7 Fonte de tensao
—N\NN—  Resistor
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A fonte de tensdao, geralmente uma bateria (com tensao medida em Volts) que alimenta
a carga e produz uma corrente. A corrente flui do polo positivo (representado pela linha
vertical mais longa no simbolo da bateria) para o negativo.

As resisténcias dos resistores, sao medidas em Ohms. No circuito, a letra A representa
um nd, que € um ponto de conexao onde trés ou mais ramos do circuito se encontram. As
varidves iy, io € i3 representam as correntes que fluem nesses ramos. As setas indicam a
direcao das correntes.

Para determinar os valores exatos dessas correntes, aplicam-se as Leis de Kirchhoff:

1. Let dos Nos: Em qualquer no, a soma das correntes que chegam € igual a soma das

correntes que saem.

it. Lei das Malhas: Ao longo de qualquer malha fechada, a soma algébrica de todos os
ganhos de tensao deve ser igual a soma algébrica de todas as quedas de tensdo. As

quedas de tensao U para cada resistor sao dadas pela Leir de Ohm definida por:
U=1i-R

No qual © representa a corrente em ampeéres e R é a resisténcia em Ohms.

Calculando as correntes do circuito apresentado na Figura 4.1. Pela Lei dos Nds no no

A, as correntes iy e iy chegam, enquanto i3 sai, assim temos:
i1+’i2:i3 ou ’i1+i2—i3:0

Aplicando a Lei das Malhas na malha superior (percorrendo-a no sentido hordrio e con-

siderando quedas de tensdo positivas nos resistores):
211 + 2i3 =16

Na malha inferior (também percorrida no sentido hordrio):
3ig + 2i3 =8

Assim, a intensidade das correntes no circuito pode ser obtida resolvendo o sequinte sis-
tema linear:

i + iy — 13 = 0

2ty 4+ 0ip + 293 = 16

O + 31 + 2i3 = 8
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Para resolver esta aplicacao, vamos inicialmente inserir o sistema no software matriz

calculetor conforme ilustrado na Figura 4.2,

Figura 4.2: Representacao do sistema no Matrix Calculator

Solugdes de Sistemas de Equagdes Lineares

Entre os coeficientes de seu sistema, deixe 0s campos em branco se as variaveis nao participam nos equacoes.

O sistema de equacdes:

[
i

‘Smugén utilizando o Método de Gau: v H Resolver

Mostrar nimeros decimais

Fonte: Autoria Propria

Vamos adotar o método de Gauss para a resolucao do sistema. Como ele estd selecionado

por padrao, basta clicar em "Resolver"para obter a solucao apresentada na Figura 4.3:

Figura 4.3: Resolugao do sistema no Matrix Calculator

Solugdo utilizando o Método de Gauss?
(Algorithmo) ¢ Transformar a matriz aumentada do sistema em uma matriz aumentada na forma escalonada:

1 \ N 1 01 —1]0 )
; e ~ 0 D 3 0 -2 4 |16
a2ty 5/ £ 8 |32

223 443

8x3

o Da equacéo 3 do sistema (1) obtemos a varidvel x3:

8x3=32

=4

o Da equacéo 2 do sistema (1) obtemos a varidvel x;:
—2x,=16—4x3=16—44=0
2=0

o Da equacéo 1 do sistema (1) obtemos a varidvel x;:
X =—xp+x3=—0+4=4

Resposta

x1=4
=0

x3=

)
A solucéo geral: X=( 0 )
4

Fonte: Autoria Propria

O software utiliza a varidvel x como padrao no lugar de i, assim a intensidade da corrente

em cada ramo é:
11=4A,ia=0ampseiz=4 A

Aplicacao 4.2. Na regiao central de uma cidade, ocorre a intercessao de vdrias ruas de
mao unica conforme ilustrado na Figura 4.4. O volume de trdifeqo que entra e sai dessa
regiao durante o hordrio de pico estd indicado por setas no diagrama. Considerando que
o fluxo se mantém constante, determine o volume de trifeqgo em determinados pontos do

percurso dados pelas varidveis x1, To € T3.
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Figura 4.4: Diagrama das Ruas do Centro

x5 ]X3
x
650 B 1 A 500
_ 450 C -

lZOO

Fonte: Autoria Prépria

Para determina o volume de trafego, note que em cada intercessao o numero de veiculos

entrando deve ser o mesmo que o numero saindo.

destacadas pelas letras em maiisculo temos:

e intercessao A: xq + x3 = 500

e intercessio B: x1 + 19 = 650

e intercessao C: x1 + 450 = x5+ 200 ou x1 — x3 = —250

Assim considerando as intercessao

As equacoes dessas intersecoes podem ser escritas como o sistema linear:

T + OLUQ + T3 = 500
I + To + OZL’3 = 650
ry + 01’2 — r3 = —250

Adotando a resolucao por LU, iremos representar esse sistema linear em sua forma matri-

cial dada por Ax = b no matriz calculetor, note que novamente, o vetor b serd representado

como uma matriz coluna B, conforme ilustrado na Figura 4.5.



93

Figura 4.5: Forma Matricial do Sistema

Matriz A: Matriz B:

| Muttiplicar por H Matri;
[ Matriz Diagonal | Elevado a 7

| Decomposi LU H Fateracio de Cholesky ‘

Mostrar nimeros decimais

Fonte: Autoria Propria

[ Limpar | + |

Na sequencia realizaremos a decomposicao da matriz A no produto LU através da op¢ao

"Decomposicao LU", onde L é uma matriz triangular inferior e U é uma matriz triangular

superior, conforme demonstrado na Figura 4.6:

Figura 4.6: Decomposicao LU da Matriz A

Matriz A Matriz B

» Detalhes (Decomposicéo LU)

Fonte: Autoria Propria

Agora retomaremos ambiente de sistemas lineares, iremos inserir a matriz triangular in-

ferior L e o vetor b para representar o sistema Ly = b, conforme a Figura 4.7

Figura 4.7: Representacao do sistema Ly = b

Solugdes de Sistemas de Equagées Lineares
Entre os coeficientes de seu sistema, deixe os campos em branco se as varidveis néo participam nos equacdes.

O sistema de equacdes:

[Solugéio utilizando o Método de Gauev\-

Mostrar nimeros decimais

Fonte: Autoria Propria

Em sequida pressionar "Resolver” para encontrar os valores do vetor solucao y con-
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forme ilustrado na Figura 4.8:

Figura 4.8: Resolucao do sistema Ly = b

Solugéo utilizando o Método de Gauss?

(Algorithmo) ¢ Transformar a matriz aument: do sistema em uma matriz aumentada na forma escalonada:
(Do of soo i ° D \ o "1 0 o] s00
T1 0| eso [JXCD e ]x(f'l) e | Ll B
1 0 1|-250 T Saial Vo0l |50

[ x 500
{ x

: 150 (1)
l x3 —750

o Da equacdo 3 do sistema (1) obtemos a varidvel x5
x5=—750

o Da equacgo 2 do sistema (1) obtemos a variavel x.
x,=150

o Da equacdo 1 do sistema (1) obtemos a varidvel x;
x1=500

Resposta:

x1=500

x5=—750

500
Asolucdo geral: x=| 150
—750

Fonte: Autoria Prépria

Agora € necessdrio inserir a matriz triangular superior U e o vetor solucdo y para repre-

sentar o sistema Ux =y conforme ilustrado na Figura 4.9:

Figura 4.9: Representacao do sistema Ux =y

Solugdes de Sistemas de Equagbes Lineares
Entre os coeficientes de seu sistema, deixe os campos em branco se as varidveis néo participam nos equacdes.

O sistema de equac@es:

Mostrar nimeros decimais

Limpar

Fonte: Autoria Propria

Agora pressionando a opcao "Resolver” encontramos o vetor solug¢ao x do sistema original
dado pela Figura 4.10:
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Figura 4.10: Resolucao do sistema Ux =y

Solugao utilizando o Método de Gauss ¢
(Algorithmo) + Transformar a matriz aumentada do sistema em uma matriz aumentada na forma escalonada:

10 1| 500 )
01 -1 150
00 —2|-750
= s00

= 150 (1)
= —750

o Da equacéo 3 do sistema (1) obtemos a varidvel x3
—2x3=—750
x3=375

> Da equacéo 2 do sistema (1) obtemos a variavel x,
2,=150+x3=150+375=525

> Da equacéo 1 do sistema (1) obtemos a varidvel x;
21=500—x3=500—375=125

Resposta:

=125
%,=525
23=375

125
A solucdo geral: x=| 525
35

Fonte: Autoria Propria

Portanto temos que o volume de trdfego nos pontos € respectivamente:

r1 = 125, 19 = 525 e x3 = 375
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Consideracoes Finais

A partir do estudo realizado foi possivel concluir que o Matriz Calculator é¢ um software
que pode ser utilizado para se trabalhar com matrizes e sistemas lineares. Sendo capaz
de executar os célculos de forma rapida e precisa, ainda podendo apresentar as etapas
intermediarias da solugao caso necessario, o que contribui para o aprendizado e para a
visualizacao dos procedimentos realizados.

O software demonstrou ser capaz de realizar as operacoes bésicas como adi¢ao, mul-
tiplicacao por escalar e transposicao de matrizes e até procedimentos mais complexos,
Embora apresente algumas limitacoes como se limita & problemas cuja matriz seja dada
por A,.xn tal que m e n pertengam ao intervalo [1,3] e a auséncia de uma funcao para
resolver a Fatoracao LU diretamente, exigindo a utilizagdo de um conjunto de funcgoes
para se chegar & resolucao, ainda assim o software continuou tendo um bom desempenho
nas resolucoes, a apresentacao indireta do método pode ser 1til para o estudo detalhado
da decomposicao LU quando o software for utilizado em sala de aula para estudos sobre
o t ema.

Dessa forma, reforca-se que o Matriz Calculator pode ser uma ferramenta relevante
para a resolucao de problemas envolvendo matrizes e sistemas lineares. Este estudo al-
cancou seus objetivos ao apresentar, contextualizar e aplicar métodos diretos de solucao,
e demonstrando como os conceitos matematicos podem ser aplicados com seu auxilio.
Como trabalhos futuros, podemos aplicar atividades usando o software na resolucao de
problemas em sala de aula e verificar o quanto o uso do matrix calculator facilitou o
processo de aprendizagem no ponto de vista do aluno de graduacao e também ensino

médio.
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