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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma generalizagao para os Teoremas de Sylow, devido a
Philip Hall, em termos de grupos soluveis finitos.
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Abstract

In this work we present a generalization for Sylow’s Theorems, due to Philip Hall, in
terms of finite soluble groups.
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Introducao

Na Teoria de Grupos Finitos, um dos resultados centrais é o Teorema de Lagrange,
que diz que para um grupo finito G, a ordem de qualquer subgrupo de G divide a ordem
de G. Aqui, a ordem de G é definida como sendo o nimero de elementos de G.

Um fato curioso, é que a teoria de grupos ainda nao tinha sido inventada quando o
matematico italiano Joseph Louis Lagrange apresentou a primeira versao desse resultado.
A primeira versao do Teorema de Lagrange foi publicada em 1770, em um trabalho que
tratava sobre a resolucao de polindmios de grau maior que 4. A versao que usaremos
neste trabalho, provavelmente foi provada pelo matematico francés Evariste Galois, uma
vez que existem registros publicados no Diario de Liouville em 1846 que evidencia esse
fato (ver [10], para mais detalhes).

Vale salientar que a reciproca do Teorema de Lagrange, nao é verdade em geral. O
contraexemplo mais conhecido é o grupo alternado Ay, que é um subgrupo do grupo
simétrico Sy, formado por todas as permutacoes pares. O grupo A, tem ordem 12, mas
nao possui subgrupo de ordem 6 (ver [3, Exemplo 5, p. 149)|).

Em 1872, o matematico noruegués Ludwig Sylow, provou que dado um grupo finito
G, se p¥, com p sendo um nimero primo, divide a ordem de G, entdo G tem pelo menos
um subgrupo de ordem p*. Esse resultado é conhecido como Primeiro Teorema de Sylow,
uma homenagem a Ludwig Sylow, que foi o primeiro a demonstra-lo. Nota-se que esse
teorema nos d4 uma reciproca parcial para o Teorema de Lagrange.

Existem mais dois teoremas devido Ludwig Sylow, que também sao ferramentas vali-
osas dentro da teoria dos grupos finitos e, quando utilizados em conjunto com o Primeiro
Teorema de Sylow, formam um método poderoso a identificagao de grupos simples finitos.
Essa classe de grupo sao os "blocos de construcao" de todos os grupos finitos, assim como
0s numeros primos sao para os ndmeros inteiros positivos maiores que 1, isto é, qualquer
grupo finito pode ser decomposto em grupos simples, tornando essencial o conhecimento
de todos os possiveis grupos simples. Com isso em mente, os mateméaticos Camille Jordan
e Otto Holder, em meados do século XX, iniciaram o processo de classificacao dos grupos
simples finitos. A classificacao completa dos grupos simples finitos, contudo, s6 se deu
apo6s trinta anos e envolveu os esforcos combinados de centenas de mateméticos de todo
o mundo, abrangendo cerca de 10.000 paginas de revistas cientificas (ver [5]).

Devido a importancia dos Teoremas de Sylow para o desenvolvimento da Teoria de
Grupos Finitos, é interessante identificar classes de grupos finitos para as quais valem uma
generalizacao desses teoremas. Nesse trabalho, apresentamos uma generalizacao, devido

a Philip Hall [7], para a classe dos grupos solaveis finitos.
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Organizamos esta monografia em trés capitulos. O primeiro capitulo é composto por
todo o arcabouco necessario para compreender os resultados apresentados nos capitulos
subsequentes. No segundo capitulo enunciamos e provamos os trés teoremas de Sylow.
Além disso, apresentamos também algumas aplicacoes desses teoremas. Por fim, no ter-

ceiro capitulo, enunciamos e provamos os Teoremas de Hall.



Capitulo

1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos nocoes basicas da Teoria de Grupos e alguns resultados

que serao uteis para o entendimento desta monografia.

1.1 Grupos e subgrupos

Definicao 1.1.1. Um conjunto G nao vazio munido com uma operac¢ao bindria

x: GxG — G
(a,b) +— axb
é um grupo se as propriedades de (i)—(iv) sao vdlidas:
(i) axbe€ G para todos a,b € G;
(ii) (axb)*xc=ax(bx*c) para todos a,b,c € G;

(iii) Existe um elemento e em G, que chamaremos de identidade de G, tal que

axe=e*xa—=a,

(iv) Para todo elemento a de G existe um elemento o’ em G, que chamaremos de inverso
de a, tal que

axa =a xa=e.
Se, além disso, a operacao x em G satisfaz a propriedade
(v) a*xb=0bxa para todos a,b € G;
dizemos que G € um grupo abeliano.

As vezes, quando for necesséario destacar a operacao de um grupo G, escreveremos
(G, %) em vez de G. Além disso, quando ndo houver ambiguidade, utilizaremos a notacgao
multiplicativa ab para denotar a * b. Assim, com essa notacdo escreveremos a~! para

denotar o inverso do elemento a e 1 para denotar o elemento identidade de G.
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Exemplo 1.1.2.

1. O congunto dos nimero inteiros 7 munido a operacao de adi¢cao usual é um grupo

abeliano.

2. 0 conjunto de todas as matrizes inversiveis n X n com entradas reais € um grupo,
denotado por GL(n,R), chamado de grupo linear geral: aqui a operacio ¢ a
multiplicacao usual de matrizes, 1 é a matriz identidade n xn e A~' é a inversa da

matriz A. Sen > 2, entao GL(n,R) € ndo abeliano.

3. Seja C' um conjunto qualquer nao vazio. O conjunto
Bij(C)={f:C — C| fé uma bijecio}

munido com a operacao de composicao de funcoes, € um grupo, nao abeliano em
geral. Caso o conjunto C' tenha um nimero finito n de elementos, Bij(C) serd

denotado por S, e serd chamado grupo simétrico ou grupo das permutacoes.

Proposicao 1.1.3. Em um grupo G, vale as sequintes propriedades:

(i) O elemento identidade de G € inico;

(ii) O inverso de cada elemento de G ¢é unico.

Demonstra¢ao. (i) Suponhamos que e e €' sejam duas identidades no grupo G. Entao,

e = ec (pois € ¢ identidade)

= ¢ (pois e é identidade).

Portanto, e = €.

(ii) Sejam b e ¢ dois inversos do elemento a no grupo G. Vamos mostrar que b = c.

Note que,

b = be
= b(ac) (pois ¢ é inverso de a)
= (ba)c
= ec (pois b é inverso de a)

= C.

Portanto, b = ¢ e esta provado que o inverso de cada elemento é tnico.
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A proxima proposicao nos diz como obter o inverso do produto de dois elementos de
um grupo.

Proposi¢ao 1.1.4. Se a e b sio elementos de um grupo G, entio (ab)™* = b~ta™!.

Demonstracao. Note que,

(ab)(b"ta™) = a(bbHa™?

= (ae)a™*

= qa !

= (b'e)b
= bl
= e

Assim, pela unicidade dos inversos vista no item (i) da Proposigao (ab)™t =b"ta™ 1.
[

Observacao 1.1.5. Vale salientar que, se G € um grupo abeliano, entao
(ab)y™' =a b

Em um grupo, vale a lei do cancelamento.

Proposicao 1.1.6. Sejam a e b elementos de um grupo G. Se ba = ca, entao b = c; e se

ab = ac, entao b = c;

Demonstracdo. Suponhamos que ba = ca. Operando a~! A direita, em ambos o membros

desta equacao, obtemos

(ba)a™' = (ca)a™' = blaa™) = c(aa™)
= be =ce

= b=c

Analogamente, prova-se que se ab = ac, entao b = c. O

Considerar subconjuntos de um grupo que preservam as propriedades que define um

grupo, sao uteis para a caracterizacao dessas estruturas.
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Definigao 1.1.7. Se um subconjunto H de um grupo G € ele proprio um grupo com a
operacao de G, dizemos que H € um subgrupo de G. FEscreveremos H < G para denotar

que H € um subgrupo de G.

Para determinarmos se um subconjunto H de um grupo G é um subgrupo de G,

podemos aplicar o seguinte teste.

Proposigao 1.1.8 (Teste de Subgrupo). Um subconjunto H de um grupo G € um subgrupo

de G se, e somente se,

(i) ab € H para todos a,b € H;

(ii) o elemento identidade de G pertence a H;
(iii) para cada h € H, tem-se que h™* € H.

Demonstragao. (=) Suponhamos que H seja um subgrupo de G. Em particular, H é um
grupo com a operagao de G. Desse modo, os itens (i) e (ii7) sdo satisfeitos. Agora, sejam
a € HC G, eg aidentidade de H e e a identidade de GG. Entao,

ega=a = (ega)a ' =aa’

4

eg(aa™) = eg

Y

€Heg = €@

4

€y = €eqg.

Portanto, eq € H.

(<) Suponhamos que os itens (i), (i7) e (ii7) sejam satisfeitos. Vamos mostrar que o
subconjunto H ¢ um subgrupo de G, isto é, H é um grupo sobre a operacao de G. Do item
(1), segue que a operacao é fechada em H. A operacao em H é associativa, uma vez que a
mesma é associativa em G. Do item (i7) segue que H possui um elemento identidade. Por
fim, segue do item (iii) que todo elemento de H possui inverso. Portanto, o subconjunto

H de G é um grupo e, consequentemente, é um subgrupo de G. O]
Veremos agora alguns exemplos de subgrupos.
Exemplo 1.1.9. Seja G um grupo.

1. Os subconjuntos de G, {e} e proprio G, sdo claramente subgrupos de G. Esses

subgrupos serao chamados de subgrupos triviais de G.

2. 0 subcongunto
Z(G) ={a € G| ax = za, para todo x € G}



1.1 Grupos e subgrupos 9

de G, que chamaremos de centro do grupo G, € um subgrupo de G. De fato, dados
a,be Z(G) e x € G, temos

(ab)r = a(bx
(

Logo, ab € Z(G). Claramente, a identidade de G, e, pertence a Z(G). Agora, seja
a € Z(G). Entao, para todo x € G, tem-se que

1

ar = xa a Yax)a™t = a " (za)a”

1

(a'a)ra™' = a 'z(aa™t)

exa ! = a txe

ra ' =atx.

Ll

Logo, a=* € Z(QG) e, portanto, seque pelo teste de subgrupo que Z(G) é um subgrupo
de G.

3. Fizado um elemento a € G, definimos o centralizador de a em G como sendo o

conjunto
Cla) ={g € G| ga = ag}.

Vamos mostrar que C(a) € um subgrupo de G. Para isso, dados z,y € C(a), temos

(ry)a = x

Logo, xy € C(a). Claramente, a identidade de G, e, pertence a C(a). Agora, seja
xz € C(a). Entao,
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ra=ar = z ‘(za)z'=2""(ax)r

V=aoa(za™)

= (z7'w)az”
= eax '=z"lae

= ar =T "a.

Logo, z=' € C(a). Portanto, C(a) < G.

1.1.1 Grupos Ciclicos

Sejam G um grupo e S um subconjunto nao-vazio do grupo G. Para o que segue,
S~ denotara o conjunto {a~! | a € S} e a’ denotara a identidade de G. Consideremos o
conjunto

(S) :={aay...a, |[n €N,a; € Sou a; € S}
Afirmamos que (S) < G. De fato, sejam z,y € (S). Entdo x = ajas . ..a,, com a; € S ou

a; € S™tey=0bby...by, comb; € S oub; € S~L. Note que,

TY = aias . .. aybiby . .. by, € (S)

vt =atal . aytart € (S).

Além disso,

-1

vr ' = (amay...apa, .. cayta;t) = (aay...ad’. . caytalt) = .. = agayt = d’.

Portanto a® € (S) e, pelo Teste de Subgrupo, (S) é subgrupo de G.

Definigao 1.1.10. Seja G um grupo. O subgrupo (S) é chamado de subgrupo gerado por

-

um subconjunto S nao-vazio de G. Em particular, se S = {a}, o subgrupo (a) := ({a}) é
chamado de subgrupo ciclico de G gerado por a. Além disso, se G = (a), dizemos que G

€ um grupo ciclico gerado por a.

Note que se G é um grupo ciclico gerado por a, segue diretamente da definicao que
G={a"|neZ}.

Observacao 1.1.11. Para um grupo ciclico G = {(a), hd duas possibilidades:

(i) a™ = e para algum inteiro positivo n. Neste caso, G € finito.
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(i1) a™ # e para todo inteiro positivo n. Neste caso, todas as poténcias de a sao distintas

e, portanto, G € infinito.
Proposicao 1.1.12. Todo grupo ciclico é abeliano.

Demonstragao. Sejam G um grupo ciclico e a € G tal que G = {a" | n € Z}. Se

xr1,x9 € G, entao r1 = a™ e x9 = a2, com ny,ng € Z. Dal,

1Ty = a™ta"?

ni+ng
nz—+ni

n2 ni

= T2X7.

Portanto, G é abeliano. O
Proposicao 1.1.13. Todo subgrupo de um grupo ciclico € ciclico.

Demonstra¢ao. Seja G um grupo ciclico. Entdo, existe a € G tal que G = (a). Se H < G,
entao existem trés possibilidades, que sao: H é um subgrupo trivial, ou seja, H = {e}
ou H = G. Em ambos os casos temos que H é ciclico. A outra possibilidade é H ser
um subgrupo proprio de G, isto &, H # {e} e H # G. Neste caso, existe um menor
inteiro positivo n tal que " € H. Claramente, temos que (a") C H. Por outro lado,
se h € H, entao h é da forma a™, pois H é um subgrupo de G, que é um grupo ciclico.
Pelo algoritmo da divisao de Euclides, existem inteiros ¢ e r tais que m = nqg + r com

0 <r<mn. Assim,

a” =a""" =a"a", com 0<r <n,
ou seja,
a"=a "a™ € H.
Dessa forma, podemos ter somente r = 0, j& que supomos que n é o menor inteiro

positivo para o qual a” € H. Assim, todo elemento h € H é da forma a?", o que nos
leva a concluir que H C (a”). Consequentemente, por conta da dupla inclusao, temos
H = (a") e, portanto, H é ciclico.

m

A definicao seguinte desempenha um papel fundamental para o estudo dos grupos

finitos.

Definigao 1.1.14. A ordem de um grupo G, denotada por |G|, indica a quantidade de
elementos de G. A ordem de um elemento g € G, € igual & ordem do subgrupo ciclico

gerado por ele.
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1.1.2 Grupos de Permutacao

Nesta se¢ao vamos apresentar algumas propriedades dos grupos
Sy = Bij(S) ={0:S — S|o é uma bijecao}

das permutagbes de um conjunto finito S = {ay,...,a,} (ver Exemplo |[1.1.2). Uma

permutacao o € S,, também pode ser representada na forma de arranjo:

aq a9 as tee Qp,

o(a;) o(ag) olasz) -+ o(ay)

Com base na definicao acima, é facil calcular a ordem de S,,. Note que existem n
escolhas para definir o(a;), (n — 1) escolhas para definir o(as), (n — 2) escolhas para

definir o(a3) e assim, sucessivamente, de modo que
1Sol=n-(n—1)-(n—2)...3-2-1=nl

O matematico francés Cauchy, em 1815, introduziu uma nova notacao para expressar
uma permutacao o, a notagao ciclica. Essa notagao possui vantagens tedricas porque
certas propriedades importantes podem ser facilmente determinadas quando a notacao

ciclica é utilizada.

Definicao 1.1.15. Uma permutacao o € S, chama-se r-ciclo, quando existem ay, as, ..., a, €
{1,2,3,...,r} tais que o(a1) = as,0(as) = as,...,o(a—1) = a,0(a,) = a1, e (i) =
i, para todo i € {1,2,3,...,r}\{a1,as,...,a.}; tal r-ciclo serd denotado por o = (ayas. . .a,);

o numero r € chamado o comprimento do ciclo. FEm particular, um 2-ciclo chama-se

transposicao.

Exemplo 1.1.16. A permutacao

1 2 3 45
g =
2 3 4 51
em notacao ciclica, € dada por
o = (12345).
Observacao 1.1.17. 1. Note que pela definicao de r-ciclos, a ordem dos elementos de

cada ciclo nao interfere na representacao da permutacao. Assim, para a permutacao
o do exemplo também € valida a sequinte notagao em ciclos:

o = (23451), ou o = (34512), ou o = (45123), ou o = (51234).
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2. A identidade, €, de S, em notacdo ciclica é denotada apenas por um ciclo. Por

exemplo,

123 45

1 2 3 45

pode ser escrita como € = (1). Lembrando sempre que os elementos ausentes sao

fizos.

Proposicao 1.1.18. Toda permutacdo de um conjunto finito pode ser escrita como um

ciclo ou como o produto de ciclos disjuntos.
Demonstrag¢ao. Ver |3, Theorem 5.1, p.104-105] . O]

Exemplo 1.1.19. A permutacio

1 2 3 45

21 3 5 4
€ representada da sequinte forma em notacao ciclica:
o= (12)(3)(45).

Proposicao 1.1.20. Toda permutacao em S,, n > 1, pode ser escrita como um produto

de transposigoes.

Demonstracao. Primeiramente, note que a identidade ¢ de S,, pode ser expressa como
(12)(12), e assim, é o produto de transposi¢oes. Pela Proposi¢ao|1.1.18] toda permutagao

pode ser escrita na forma
(aras -+ ag)(biby - by) -+ (ciea -~ cy).
Um céalculo direto mostra que isso ¢ o mesmo que

(alak)(alakfﬁ T (GlCLQ)(blbt) T (blbtfl) T (b1b2) ce (Clcs)(clcsfl) s (0102)-

Exemplo 1.1.21. A permutacao

1 2 3 45

23 451
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pode ser representada da sequinte forma:
o = (12345) = (15)(14)(13)(12).

A definicao seguinte serd importante para definirmos um subgrupo especial do grupo

simétrico S,,.

Definicao 1.1.22. Uma permutacao o € S,, € par se o pode ser escrita como um produto
de um numero par de transposicoes; e o € impar quando o pode ser escrita como um

produto de um nimero impar de transposicoes.

O conjunto de todas as permutacoes pares de S,, denotado por A,, é um grupo.
Com efeito, a identidade € de S,, estd em A,,, pois é uma permutacao par, como visto na
demonstracao da Proposicao [1.1.20, Sejam 0,7 € A,,. Entao,

o= (a1ar)(ar1ax_1) - - - (araz)

7/

vV
nimero par de transposigoes

.

7= (biby)(b1by_1) - - - (blbzl.
ntmero par de transposicoes
Dali,
o = (arag)(arag_1) - - - (ara2)(b1by) (brbs_1) - - - (b1bo)

(&

TV
nimero par de transposicoes

de modo que o € A,,. Uma vez que

o' = (ara2)(aras) - - - (aray),

.

VvV
namero par de transposicoes

segue que 0! € A,. Portanto, segue pelo Teste de Subgrupo que A, é um subgrupo de

S, e, consequentemente, A, é um grupo.
Definicao 1.1.23. O grupo A, ¢é chamado de grupo alternado.
Proposicao 1.1.24. A ordem de A, é n!/2.

Demonstragio. E claro que se n = 1, entdo |A,| = 1, pois ¢ € S; é uma permutacio
par. Assim, vamos supor que n > 2. Seja B,, o conjunto das permutacoes impares de .S,,.

Consideremos a transposicao a = (12) e a aplicagao

fa: A, — B,
6 = af.
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Inicialmente, note que f, estd bem-definida, pois o é uma transposicao, de modo que
O‘B € Bn Agora, Sejam 51762 € An com fa(ﬁl) = fa(ﬁ2)7 entéo,

fa(Br) = fa(B2) = abi=ap,
= [ =B

Logo, f, é injetora.

Por outro lado, dado 0 € B,,, segue que af é uma permutagao par. Além disso, como

a? = ¢, temos que

folad) = a(ad) = a0 = <0 = 0.

Logo f, é sobrejetora e, portanto, bijetora. Assim, A,, e B, tém a mesma cardinalidade.

Uma vez que
S,=A,UB, e A,NDB, =0,

temos que

|A,| + |Bn] = [Sa] = 2|4,] =n!
|

n.

Portanto, a ordem de A, é n!/2.

1.2 Subgrupos Normais e Grupo quociente

Sejam H um subgrupo de um grupo G e a,b € GG. Definimos as relagoes ~g e ~p em
G por

a ~g b se, e somente se, a b€ H

a ~p b se, e somente se, ab™! € H.
Proposicao 1.2.1. As relacoes ~g e ~p sao relacoes de equivaléncia em G.

Demonstracao. Por definicao, uma relacao é dita ser uma relacao de equivaléncia, se ela
for reflexiva, simétrica e transitiva. Desse modo, vamos verificar se ~g e ~p satisfazem

essas trés propriedades. Iniciaremos por ~g. Note que, para a, b, c € G, tem-se que
e como a 'a=e € H, entao a ~g a e, portanto, a relacio ¢ ~p reflexiva.

e se a~pgb, entdo a~ b € H. Como H é um subgrupo de G, temos que

(@'b)' =b"'a € H.
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im, b ~g a rtan r a0 ~p € simétrica.
Assim, b e, portanto, a relacao é simétrica

e sea~pbeb~pgc, entdo (a™1b), (b7'c) € H. Dai,
(a'b)(b7'c) =a"'ce H.

Logo, a ~g c e, portanto, a relacao ~g ¢ transitiva.

Portanto, a relacao ~g é uma relacao de equivaléncia. A demonstracao para a relacao
~p ¢ analoga.
O

O conjunto

ap={re€G|x~ga}

é a classe de equivaléncia que contém o elemento a com respeito a relacao ~pg. Similar-
mente,

aD:{JJGGllL‘NDCL}
é a classe de equivaléncia que contém o elemento a com respeito a relacao ~p.

Proposicao 1.2.2. Sejam H um subgrupo de um grupo G e a € G. Entao,
agp=aH ={ah |h€e H} e ap=Ha={ha|he H}.

Demonstracdo. Se x € g, entdo x ~p a, ou seja, x 'a € H. Portanto, 7 'a = h para
algum h € H. Dal,

v la=h = (zr Ya=zh
= ah™!' =x(hh™)

= ah =1

Logo, x € aH e, portanto, ag C aH.

Por outro lado, se x € aH, entao x = ah para algum h € H. Entao,

r=ah = xh'=a(hh™)
-1 _

1

= (zx)h !

T a
= hl=z"ta.
Logo, x'a € H, o que implica, x ~y a e, assim, x € ag. Portanto, aH C ap.
Dos dois paragrafos anteriores concluimos que ag = aH. De forma similar, mostra-se

que ap = Ha. ]
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O conjunto aH serd chamado de classe lateral & esquerda de H em G contendo
a, enquanto que Ha serd chamado de classe lateral & direita de H em G contendo

a. Em ambos os casos, o elemento a serd chamado de representante da classe.

Definicao 1.2.3. A cardinalidade do conjunto das classes laterais o esquerda (ou direita)

¢ o indice de H em G, que aqui denotaremos por |G : H|.

Definicao 1.2.4. Um subgrupo H de um grupo G é chamado de subgrupo normal de G,
e denotaremos por H <G, se gH = Hg para todo g € G.

Sejam G um grupo e H < GG. Para o que segue, consideremos o conjunto
gHg™ ={ghg™! | he H},

para um elemento fixado g € G.

Proposicao 1.2.5 (Teste de Subgrupo Normal). Seja H um subgrupo de um grupo G.

As afirmacoes sequintes sao equivalentes:
(i) gH = Hg para todo g € G;
(11) gHg™' = H para todo g € G;

(iii) ghg™ € H para todos g € G,h € H.

Demonstragao. (i) = (i1). Multiplique cada termo da igualdade por ¢! a direita.
(ii) = (#9i). E imediato.
(113) = (1). Seja h € H e g € G. Entao,

hg = (99~ " )hg = g(g~'hg) = g(g”'h(g™")™") € gH

gh=gh(g'g) = (ghg™")g € Hy.

Portanto, gH = Hg.

Exemplo 1.2.6.
(a) E imediato verificar que, todo subgrupo de um grupo abeliano é normal.

(b) O centro, Z(G), de qualquer grupo G € sempre normal em G. Com efeito, seja
u € vZ(G)x~! para todo v € G. Entao, existe a € Z(G) tal que uw = zax™t. Uma

vez que os elementos de Z(G) comutam com todo elemento de G, temos que

1

u=uzax ' =azz ' =ae=ac Z(G).
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Portanto, uw € Z(G) e assim xZ(G)x™' C Z(G). Logo, pelo teste de subgrupo
normal temos que Z(G) < G.

Definicao 1.2.7. Um subgrupo normal H de um grupo G € um subgrupo normal minimal
se H # {1} e nao existe um subgrupo normal K de G tal que {1} < K < H.

Note que todo grupo finito nao-trivial sempre possui um subgrupo normal minimal. De
fato, seja H; um subgrupo normal de um grupo G. Se H; satisfaz a condi¢ao da Defini¢ao
[1.2.7] terminamos; se nao satisfaz, entdo existe um subgrupo normal Hy C Hy. Se Hy
satisfaz a condicao da Definigao terminamos; se nao satisfaz, repetimos o processo
feito em H;. Esse processo deve necessariamente acabar, pois obtemos subgrupos normais

H,, H,, ... cada vez menores, enquanto que o grupo G ¢é finito.

Lema 1.2.8. Sejam H e K subgrupos de um grupo G. Se H ¢ normal em G, entao
HK :={hk|h € H,k € K} é um subgrupo de G.

Demonstracao. Vamos utilizar o Teste de Subgrupo. Como e € H e e € K, entao
e=ce € HK. Sejam a,b € HK, entao a = hik; e b = hoky, com hy,hy € H e ki, ky € K.
Como H<G e ky € G, existe h' = kthkfl € H. Dai,

ab = (hiky)(hoks) = hy(kihoky ki) ke = hy(kihoky V) (kiks) = (hih) (kiks),

assim, ab € HK.
Note que a™' = (hiky) ™" = (k;'hy'), para hy € He ky € K. Como H<G e ky € G,
existe ' = k;'hy 'k, € H. Dai,

a = (kythy ') = (ky thy ) (kaky ') = (ky thy h)ky = Rk
assim, a~! € HK.
Portanto, segue pelo Teste de Subgrupo que HK é um subgrupo de G. O

Proposicao 1.2.9. A intersecao de todos os subgrupos normais de um grupo G € um

subgrupo normal de G.

Demonstracao. Seja S a intersecao de todos os subgrupos normais de G. Claramente, a
identidade e de GG esta em S. Agora, seja s € S. Dessa forma, s pertence a cada subgrupo
normal de G, de modo que gsg—! pertence a cada subgrupo normal de G para todo g € G.

Consequentemente, gsg~' € S e, portanto, S é um subgrupo normal do grupo G. O

Usando subgrupos normais, podemos construir mais exemplos de grupos. Seja N um

subgrupo normal de um grupo G. Consideremos o conjunto

G/N = {aN | a € G}.



1.2 Subgrupos Normais e Grupo quociente 19

Queremos definir uma estrutura de grupo em G/N. Para isso, equipamos esse conjunto

com a seguinte operacao binaria
(aN)(bN) = abN, a,b € G. (1.1)

Lema 1.2.10. A operagao bindria (1.1) em G/N ¢é bem definida.

Demonstracao. Precisamos mostrar que, dados x € alN e y € bN, xyN = abN, ou seja,
que ry ~p ab. Como x € aN, entdao x~'a € N. Dai, (z7ta)b € Nb =bN = yN, pois N é

um subgrupo normal. Logo, existe n € N tal que
-1 5 11,7 _ -1 3
rab=yn=y x ab=n= (zy) ab=n.

Portanto, xy ~g ab e a operagao definida em (1.1 est4 bem definida. O

Proposicao 1.2.11. Se G € um grupo e N < G, entdo G/N munido com a operagdio
definida em (1.1) € um grupo.

Demonstra¢ao. Vamos verificar se G/N munido com a operagao definida em satisfaz
as propriedades de (i) a (iv) da Definicao [1.1.1}

Claramente a operacao é fechada. A associatividade é satisfeita, pois dados alNV, bN, cN €
G/N tem-se que

aN((bN)(¢cN)) = aN(bc)N
= a(bc)N
(ab)eN
= (ab)NcN
((aN)(bN))eN.

O conjunto G/N possui uma identidade com respeito a operacao (L.1)), pois, se e a
identidade de G e aN € G/N, tem-se

(eN)(aN) = (ea)N = aN

(aN)(eN) = (ae)N = aN.

Portanto, eN = N é o elemento identidade em G/N com respeito a operacao ({1.1)).
Cada elemento de G//N possui inverso com respeito a operacao . De fato, seja
aN € G/N. Note que,
(aN)(@ 'N) = (aa " )N = N
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(a”'N)(aN) = (a"'a)N = N.

Logo, a~'N ¢ o inverso de aN em G//N quando esse conjunto est4 munido com a operagao

()

Portanto, G/N é um grupo.
]

Exemplo 1.2.12. Uma vez que Z é um grupo abeliano, temos que nZ 7. Assim, Z/nZ
€ um grupo. Esse grupo possui exatamente n elementos. De fato, temos que os elementos
de Z/nZ sao classes de equivaléncias da forma x+nZ, para v € Z. Vamos listar algumas
dessas classes:

04+ nZ,14+nZ,2+nZ,...,(n—1)+nZ.

Observe que se tomarmos n + nZ, recairemos na classe 0 + nZ = nZ, uma vez que
n € nZ. Ao tomarmos (n+ 1)+ nZ recairemos na classe 1 +nZ e assim, sucessivamente.
Portanto, concluimos que Z/nZ = {nZ,1 +nZ,2 +nZ,...,(n — 1) +nZ}, onde nZ ¢é o

elemento identidade.

Proposicao 1.2.13. Sejam G um grupo abeliano e N um subgrupo de G. Entao, G/N é

um grupo abeliano.

Demonstra¢ao. Uma vez que G é um grupo abeliano, temos que N < G e, assim, G/N é

um grupo. Vamos mostrar que G /N é abeliano. Dados aN,bN € G/N, temos que

(aN)(bN) = (ab)N
= (ba)N (porque G ¢é abeliano)
= (bN)(aN).
Portanto, G/N ¢ um grupo abeliano. =

Quando um subgrupo H de um grupo G nao é normal, as vezes é interessante consi-

derar o maior subgrupo de G no qual H é normal.

Definicao 1.2.14. Seja H um subgrupo de um grupo G. O normalizador de H em G € o
conjunto Ng(H) ={z € G|zHz™' = H}.

Proposicao 1.2.15. O normalizador de H em G é um subgrupo de G.

Demonstracao. Uma vez que
eHe ' = H,

segue que e € Ng(H).
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Agora, sejam x,y € Ng(H). Entao, tHx™' = H e yHy ' = H. Note que,

(zy)H(zy)" = (aey)H(y 'z
= a(yHy '
= xHzx!

= H

Logo, zy € N¢(H).
Por fim, seja x € Ng(H). Vamos mostrar que ' € Ng(H). Observe que,

cHx '=H = (v '2)H(z ') =2""'Hx

= e¢He=a'Hz

= H=uz'Hz.
Logo, 7! € Ng(H) e, pela Proposigao Ng(H) é um subgrupo de G. O

Os subgrupos de um grupo quociente sao caracterizados a seguir.

Lema 1.2.16 (Lema da Correspondéncia). Sejam G um grupo e N um subgrupo normal
de G. Para todo subgrupo H de G/N, existe um subgrupo H de G tal que H = H/N.
Além disso, se H<1G/N, entio H<G.

Demonstragdo. Inicialmente, notemos que se H = {N}, entdo H = N. Suponhamos que
H # {N?}. Consideremos o conjunto

H={geG|gN € H}.

Vamos mostrar que H ¢ um subgrupo de G.
Sejam ¢y, 9, € H, entdo g;N € H e goN € H. Como H é um subgrupo de G /N,

(91N)(g2N) = (g192)N € H.

Portanto, g19, € H.
Note que, e € H, pois eN = N € H, uma vez que H < G/N.
Agora, seja g € H. Entdo gN € H. Como H ¢ um subgrupo de G /N,

(gN)'=¢g'NeH.

Portanto, g~ € H. Pela Proposicao concluimos que H é um subgrupo de G de
modo que H = H/N.
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Agora, suponhamos que H < G/N. Vamos mostrar que H < G. Para isso, seja g € G

qualquer. Temos que,

H<G << gHg ' CH<< (gN)H(g'N)C H < H<G/N.

1.3 Teorema de Lagrange e consequéncias

Até o momento, vimos propriedades validas para os grupos em geral. Contudo, a
partir desse momento, nos restringiremos apenas & classe dos grupos finitos, por ser o
principal objeto de estudo deste trabalho.

Os grupos finitos sao parte essencial da Teoria de Grupos. Dotados de diversas pro-
priedades, eles possuem aplicacoes em vérias areas da Mateméatica e em outras ciéncias,
por exemplo na Ciéncia da Computacao e na Criptografia.

O proximo lema sera ttil para a prova do principal resultado desta secao.

Lema 1.3.1. Seja H um subgrupo de um grupo finito G. Entao, para todo a € G,
laH| = |H|.

Demonstragao. Para provar que |aH| = |H| é preciso mostrar que existe uma bijecao

entre aH e H. Para isso, considere a funcao

f: H — aH

h — ah.

Inicialmente, vamos mostrar a injetividade dessa funcao. Tomemos hy, hy € H e supo-
nhamos que f(hy) = f(hs). Dai,

f(hl) = f(hg) = Cth = CLhQ
& hy = he.

Logo, f é injetiva. A sobrejetividade de f é imediata. Portanto, a fungao f é uma

bijecao e, assim, |aH| = |H|. O

Como vimos anteriormente, as classes laterais de um subgrupo H de um grupo G sao
classes de equivaléncias, portanto, elas particionam o grupo G. Dessa forma, o resultado
do lema acima nos permite inferir que as classes laterais de H em G, particionam G em
subconjuntos que possuem a mesma cardinalidade de H, ou seja, a ordem de G é um

miltiplo da ordem de H.
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Essa descoberta levou a um dos principais resultado da Teoria de Grupos Finitos,
o Teorema de Langrange. Este teorema merece destaque dentro da Teoria de Grupos
Finitos por causa das suas intimeras aplicacoes. Uma delas é: esse teorema nos permite
identificar as possiveis ordens dos subgrupos e dos elementos de um grupo finito. Além
disso, o Teorema de Lagrange tem papel crucial na demonstragao de outros resultados
importantes da Teoria de Grupos, por exemplo: na prova do Teorema de Cauchy para
grupos abelianos, que veremos no Capitulo 2; na prova dos Teoremas de Sylow, que sao

o cerne de nosso trabalho; entre outros.

Teorema 1.3.2 (Teorema de Lagrange). Para um grupo finito G, a ordem de qualquer

subgrupo de G divide a ordem de G.

Demonstracao. Seja H um subgrupo de GG. Sejam a;H,a.H,--- ,a,H todas as classes
laterais a esquerda de H em G. Pelas Proposicoes e essas classes determinam

uma particao em G, ou seja, duas a duas elas sao disjuntas e

G=aHU---Ua,H.

Logo,
|G| = |a1H| + |agH| + -+ - + |a, H|.

Pelo Lema [1.3.1} |a;H| = |H| para todo i = 1,--- ,r. Assim

Gl = [H|+---+[H]
rve‘,zes

= r|H|.

Portanto, |H| divide |G]. O
Uma consequéncia imediata da prova do Teorema de Lagrange é a seguinte.

Corolario 1.3.3. Seja H um subgrupo de um grupo finito G, entao o indice de H em G,
|G : H|, € igual a |G|/|H].

Corolario 1.3.4. Num grupo finito, a ordem de cada elemento do grupo divide a ordem

do grupo.

Demonstra¢ao. Seja a um elemento de um grupo finito G. Pela Definicao [1.1.14} |a| =
|(a)|. Pelo Teorema [1.3.2] |(a)| divide |G|, donde concluimos que |a| divide |G]. O

Corolario 1.3.5. Um grupo de ordem prima € ciclico.

Demonstracao. Suponha que G tem ordem prima. Seja a € G com a # e. Pelo Teorema
de Lagrange, |(a)| divide |G|. Como |{a)| # 1 e |G| é prima, segue que |{a)| = |G|. Logo,
G = {(a). O
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Observagao 1.3.6. Vale salientar que, a reciproca do Teorema[1.5.9, nao € verdade em
geral. O contra-exemplo mais conhecido € o grupo alternado Ay, que € um subgrupo do
grupo simétrico Sy, formado por todas as permutacoes pares. O grupo Ay tem ordem 12,

mas nao possui subgrupo de ordem 6 (Ver [3, Exemplo 5, p. 149]).
Os préximos resultados serao tteis futuramente.

Proposicao 1.3.7. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G tal que |G : H| = 2.
Entao, H ¢ subgrupo normal de G.

Demonstragao. Como |G : H| = 2, H possui duas classes laterais em G, a classe do
elemento neutro H e uma classe lateral a esquerda gH para algum g € G\ H, visto que

as classes laterais particionam o grupo G em conjuntos distintos. Se g € H, temos que
gH=H=Hg= gHg ' =H.

Se g € G\ H, temos a classe lateral a esquerda gH e a classe lateral a direita Hg. Como

existe apenas uma outra classe lateral além de H, temos que
gH =Hg= gHg ' = H.

Portanto, segue pelo Teste de Subgrupo Normal que H é subgrupo normal de G.
m

Exemplo 1.3.8. O grupo alternado A, ¢ um subgrupo normal de S,. De fato, pelo

Teorema de Lagrange,

‘ _|Sn|_n!_
IS, : Anl = y _H_Q'

2
Assim, A, é um subgrupo de S, de indice 2 e, pela Proposicao(1.3.7, A, é subgrupo normal

de S,,.

Proposicao 1.3.9. Sejam H e K subgrupos de um grupo finito G.
(i) Se HC K C G, entiao |G : H| = |G : K||K : H|.
(ii) Entao,

|H||K]

HK| = .
| | |HN K|

Demonstracao.

(i) Pelo Teorema [1.3.2]

Gl =G : H|[H|, |G| = |G : K[[K| e |K| = [K : H||H]
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Dali,

1G]
| H|
|G : K||K]|
|H|
|G : K||K : H||H|
|H|
= |G: K||K: H]|.

|G : H| =

(ii) Embora o conjunto HK tenha |H||K| produtos hk, podemos ter hk = h'k', onde
hth ek#K,

Para cada t € H N K, tem-se hk = (ht)(t"'k), ou seja, cada elemento em HK ¢é
representado por pelo menos |H N K| produtos em HK. Mas
hk =KWK = (W 'h) (kK™Y = (R ') (KK
= kK '=n"'R

implica que t = kk'~' = h='h' € HN K, de modo que I/ = ht e k' = t~'k. Assim,

cada elemento em H K é representado por exatamente |H N K| produtos e, portanto

H||K
K] = |‘H ! K‘| ‘
[
Proposicao 1.3.10. Sejam H e K subgrupos de um grupo G. Entao
IG:HNK|<|G:H||G: K|,
valendo a igualdade se |G : H| e |G : K| sdo finitos e primos entre si.
Demonstragao. Ver [9, Theorem 1.3.11(ii), p. 14] O

Proposicao 1.3.11. Se G é um grupo e G/Z(QG) € ciclico, entao G é um grupo abeliano.

Em particular, |G : Z(G)| nunca é um nimero primo.

Demonstragao. Como G/Z(Q) é ciclico, existe algum yZ(G) € G/Z(G) tal que G/Z(G) =
(yZ(@)), onde y € G.

Sejam g1, g € G. Para cada i € {1,2}, como ¢;Z(G) € G/Z(G) = (yZ(Q)), temos
que existe r; € ZT tal que ¢,Z(G) = (yZ(G))" = y"Z(G). Dai, existe h; € Z(G) de
modo que g; = y" - h;, 1 =1,2.
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Note que,

9192 = (Y"h1) (Y ho)
= y" (hy"™) hy

Y™ (y™=hi) he

(y"y"™) (hihs)
= (y"y") (haln)
= YY" he)
= Y (hoy™) Iu
= (y"h2) (y" )
= 9201.

Portanto, G é um grupo abeliano.

Para a segunda parte da proposigao, suponhamos que |G : Z(G)| = p, com p primo.
Assim, |G/Z(G)| = p e pelo Corolario G/Z(G) é ciclico. Pelo o que ja provamos,
segue que G ¢ um grupo abeliano. Consequentemente, Z(G) = G, o que implica, G/Z(G)
ser o grupo trivial. Portanto, |G/Z(G)| = 1, o que é um absurdo, pois 1 nao é primo.

Logo, |G : Z(G)| ndo ¢ um ntimero primo. O

1.4 Homomorfismo de Grupos

Introduziremos agora uma familia especial de func¢oes, entre dois grupos, que preser-

vam as operagoes binarias.
Definicao 1.4.1. Sejam (G, ) e (G', x) dois grupos.

(1) Uma fungao f: G — G’ tal que

fla-b) = fla) x f(b),

para todo a,b € G, é chamada de homomorfismo de grupos ou simplesmente de

homomorfismo.

(i) Um homomorfismo bijetor f de um grupo G para um grupo G' é denominado isomor-
fismo de grupos. Nesse caso, dizemos que G e G’ sdo isomorficos e denotamos por
G ~ G'. Além disso, um isomorfismo de um grupo G sobre si mesmo é denominado

de automorfismo de G.
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Teorema 1.4.2. Sejam G e G' grupos com identidades e e €, respectivamente, e f : G —

G" um homomorfismo. Entao,
(i) se [ é sobrejetor, entdo f(e) = €.
(i) a imagem de f, Im(f) :={f(g9) | g € G}, € um subgrupo de G'.
(11i) o nicleo de f, Ker(f) :={g € G| f(g9) =€}, é um subgrupo normal de G.

(iv) f € injetora se, e somente se, Ker(f) = {e}.

Demonstragao. (i) Seja b € G'. Como f & sobrejetor, existe a € G tal que f(a) = b.
Note que,

bx fle) = fla) x f(e) = fla-e) = f(a) =D

f(e) x b= f(e) x f(a) = f(e-a) = f(a) = b.

Portanto, segue pela unicidade da identidade de um grupo que f(e) = €.

(ii) Do item (i), temos que ¢ € Im(f). Sejam «, 5 € Im(f). Entdo existem a,b € G
tais que a = f(a) e B = f(b). Note que,

ax ff=f(a)x f(b) = f(a-b).

Portanto, a x 8 € Im(f).

Agora, observe que

¢ =fle)=fla-a™") = fla) x fla™) =ax fla™)

¢ = f(e) = fla~ -a) = f(a™") x fla) = fla”") x @

Pela Proposigdo [1.1.3{(4), segue que f(a™') = a~! e, portanto, a~! € Im(f). Assim,
pelo Teste de Subgrupo, Im(f) < G.

(iii) Do item (i), segue que ¢ € Ker(f). Sejam a,b € Ker(f). Entdo, f(a) = € e
f(b) = €. Note que,

fla-b)=f(a)x f(b)=¢ xe =¢.

Portanto, a - b € Ker(f).
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Observe que

¢ =fle)=fla-a™') = fla) x fla™) =€ x f(a") = f(a™).

Portanto, a=* € Ker(f). Logo, pelo Teste de Subgrupo, Ker(f) < G.

Agora, sejam a € Ker(f) e g € G. Entao,

flg-a-g7")

Portanto, pelo Teste de Subgrupo Normal, Ker(f) < G.

(iv) (=) Assumindo que f ¢é injetora. Se a € Ker(f), entdo f(a) =¢'. Como f: G —

Im(f) é sobrejetora, segue pelo item (7), segue que f(e) = €. Dai, f(a) = f(e). De

f ser injetora, implica que a = e, donde concluimos que Ker(f) = {e}.

(<) Sejam a,b € G. Suponhamos que f(a) = f(b). Entao,

L

Assim, a'b € Ker = {e}. Dai,

alb=e

Portanto, f é injetora.

(v) Consideremos a fungao

fla™)f(a) = f(a™")f (D)
fla™la) = f(a™'D)

fle) = f(a™'b)

e = f(a™'b).

= ala™'b) = ae
= (aa HNb=a
= eb=a

= b=a.

v G/Ker(f) — Im(f)

zKer(f)

= f(x).
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Vamos mostrar que ¥ é bem definida e ¢ um homomorfismo bijetor.

Sejam zKer(f), yKer(f) € G/Ker(f). Assumimos que zKer(f) = yKer(f). Assim,
y~'wKer(f) = Ker(f). Dai,

y 'z € Ker(f) fly ey =¢
fy D f(z)=¢

W)y Nf (@) = fy)e

R O T

Logo, 1 esta bem definida.
Agora, sejam xKer(f),yKer(f) € G/Ker(f). Note que

Y(zKer(fyKer(f)) = ¢(zyKer(f))

= f(zy)
() f(y)

(vKer(f))v(yKer(f)).

|
<

Portanto, 1) ¢ um homomorfismo.
Agora, vamos mostrar que v é bijetor.
e 1) é injetor.

Para isso, vamos mostrar que Ker(y)) = {Ker(f)}. E imediato que {Ker(f)} C
Ker(v). Seja zKer(f) € Ker(y). Entao,

U(zKer(f)) = €' = f(x).

Logo, = € Ker(f). Portanto, zKer(f) = Ker(f) e, assim, Ker(y)) C {Ker(f)}.
Assim, Ker(¢) = {Ker(f)}, e segue do item (iv) que 9 é injetora.

e 1) & sobrejetor.
A sobrejetividade é imediata.

Logo, 1 ¢ um homomorfismo bijetor e, portanto, ¢ um isomorfismo.

]

O item (v) do Teorema é conhecido como o Primeiro Teorema de Isomorfismo.
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Corolario 1.4.3. Sejam G um grupo finito e f : G — G’ um homomorfismo de grupos.

Se H < G, entio |f(H)| divide |H]|.

Demonstracao. Consideremos o homomorfismo restrito a H:

flu: H — f(H)

ho— f(h).
Pelo item (v) do Teorema [1.4.2]
H
Ker(f]H) ~ f(H)7
de modo que
H
et =

Pelo Teorema de Lagrange,

’ H |  |H
Ker(f|g)|  |Ker(f|u)|

Portanto, | f(H)| divide |H|.

= [f(H)] = [f(H)|[Ker(flu)] = [H].

]

Teorema 1.4.4 (Segundo Teorema de Isomorfismo). Sejam H e N subgrupos de um

grupo G e N <G. Entao,
H HN

OAN N

Demonstracao. Como N<G, segue pelo Lema que HN < G, além disso, N<G implica

que N < HN e, portanto, podemos considerar o grupo quociente H N/N. Consideremos a

funcao

¢: H — HN/N
h +—  hN.

Sejam z,y € H. Note que,

o(ry) = vyN = aNyN = p(x)p(y).

Portanto, ¢ é um homomorfismo. Além disso, observe que dado N € HN/N, existe

x € H tal que ¢(x) = N e, portanto, ¢ é sobrejetor. Agora, vamos calcular o Ker(y):

Ker(p) = {he€ H[p(h)=N}
— {he H|hN = N}
= {he Hlhe N}.
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Assim, Ker(p) = H N N. Logo, pelo Teorema [1.4.2{(v),

H _HN
HNN N

]

Proposicao 1.4.5 (Terceiro Teorema de Isomorfismo). Sejam K < H < G com K <G e

H < G. Entao,
G/K _G

H/K ~ H
Demonstracao. Considere o homomorfismo
v: G/IK — G/H
gK +— gH.
A funcao ¢ é bem definida. De fato, gK = ¢’ K implica que g = ¢’k para algum k € K.

Dali,
o(gK)=gH =¢'kH = ¢H = ¢(¢'K).

Claramente, ¢ é sobrejetor. Note que,
Ker(p) = {gK € G/K|p(g9K) = H}
= {yK € G/K|gH = H}
= {yK e G/K|ge H}.
Assim, Ker(p) = H/K. Logo, pelo Teorema [1.4.2|(v),

G/K _G
H/K =~ H

Lema 1.4.6. Sejam H, K, N < G. com K,N<G. Se N < K, entao

HNK
HNN

K
¢ isomorfo a um subgrupo de N
Demonstracao. Considere a funcao

¢: HNK — K/N

T —  xN.
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E imediato que ¢ é um homomorfismo de grupos. Note que,

Ker(p) = {a€ HNK|p(a) =N}
— {ae HNK|aN = N}
= {a€e HNK|a € N}.

Assim, Ker(p) = H N N. Logo, pelo item (v) Teorema[1.4.2]

HNK _
HNN

Im(e).

Pelo item (i7) do Teorema |1.4.2] Im(yp) < K/N.

A proxima definicdo é de suma importancia no decorrer desse trabalho.

Definicao 1.4.7. Sejam H e K subgrupos de um grupo G. Dizemos que H e K sao

conjugados em G se existe um elemento g € G tal que H = gK g~ 1.
Lema 1.4.8. Seja f: G — G' um homomorfismo sobrejetor de grupos.
(i) Se H< G, entio f~'(H) :={g € G|f(g9) € H} ¢é subgrupo de G.

(ii) Se H e K sao subgrupos conjugados de G', entao a f~'(H) e f~1(K) sdo subgrupos
conjugados de G.

Demonstragdo. Prova do item (i): Claramente, e € f~'(H). Sejam gi,g0 € f~'(H).
Entdo f(g1), f(g92) € H. Note que,

f(91)f(g2) = f(gq192) € H.

Portanto, g1g» € f~1(H).
Agora, pela prova do Teorema [1.4.2] (ii),

flor') = flg) ' € H.

Portanto, g; ' € f~1(H). Assim, pelo Teste de Subgrupo, f~*(H) < G.
Prova do item (i7): Como H e K sao conjugados em G/, existe a € G’ tal que aHa ! =

K. Uma vez que f é sobrejetora, existe g € G tal que f(g) = a. Vamos mostrar que

gf ' (H)g' = f~H(K).
Seja x € gf Y(H)g™ . Entdo, x = gug~! para algum u € f~'(H). Note que,

f@) = flgug™) = f9)f(w)f(9)™" = af(u)a™ € K,

pois f(u) € H. Logo, x € f~}(K) e, portanto, gf ' (H)g™' C f~HK).
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Por outro lado, seja x € f~1(K). Note que,

flg wg) = f(9)" " f(@)f(9) = a™ f(x)a € a”' Ka=a '(aHa ")a = H.

Dai, g 'zg € f~1(H) e, assim, x € gf *(H)g~'. Logo,
fHUEK) Cgf~H(H)g™"

Portanto, gf~'(H)g~' = f~}(K), donde concluimos que f~1(H) e f~!(K) sdo subgrupos
conjugados de G. m

As duas proposicoes seguintes nos diz quando um grupo é isomorfo ao produto direto

de grupos.

Proposicao 1.4.9. Sejam G,G4,...,G, grupos. Entdo o grupo é isomorfo ao grupo

G x ---x G, se, somente se, o grupo G possui subgrupos Hy ~ G+, ..., H, =~ G, tais que:
(i) G=H;...H,.
(i) H; <G, para todoi=1,...,n.

(iii) H;N(Hy...H;1H; 1 ... Hy,) = {e}, para todoi=1,...,n.

Demonstragao. Ver [4, Teorema V.8.1 , p. 197 |. ]

Proposicao 1.4.10. Sejam G um grupo e Hq, ..., H, subgrupos de G. Entao os itens
(1), (i1), (1ii) da Proposi¢ao sao satisfeitos se, e somente se, 0s itens sequintes $ao

satisfeitos:

(i) Para cada g € G, existem elementos unicamente determinados xy € Hy, ..., x, € H,

tais que g = x1 ... Ty.
(1t) Para cada i # j, temos xy = yx, para todo x € H; ey € H;.
Demonstragao. Ver [4, Lema V.8.2 | p. 197-199 |. ]

Definicao 1.4.11. Um subgrupo H de um grupo G diz-se um subgrupo caracteristico se
©(H) = H para todo automorfismo ¢ : G — G. Para indicar que H é um subgrupo

caracteristico de G escreveremos Hchar GG.
Proposicao 1.4.12. O centro Z(G) de um grupo G € um subgrupo caracteristico de G.

Demonstragao. Considere o automorfismo ¢ : G — G. Seja z € Z(G). Entao,

zg =gz paratodo g € G. (1.2)
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Aplicando o automorfismo ¢ nesta igualdade, temos que

p(2)p(g) = ¢(29) = v(92) = p(9)p(2).

Logo, ¢(2) € Z(G), ou seja, p(Z(G)) € Z(G).
Por outro lado, como ¢ ¢ bijetor, existe ¢~ !(2) = z € G, de modo que z = p(z). Além

disso, cada g € G pode ser escrito como g = ¢(y), com y € G. Substituindo esses valores
na equacao (|1.2)), obtemos

p(ry) = p(x)e(y) = e(y)e(r) = e(yz).
De ¢ ser injetora, concluimos que
ry = yx paratodo y € G.

Logo, x € Z(@), o que implica z = p(Z(G)) e, assim, Z(G) C ¢(Z(Q)).
Portanto, ¢(Z(G)) = Z(G), donde concluimos que o centro Z(G) de um grupo G é

um subgrupo caracteristico de G. O]

Em geral nao vale a transitividade para subgrupos normais. Entretanto, vale o se-

guinte:

Proposicao 1.4.13. Sejam H, K subgrupos de um grupo G. Se Hchar K ¢ K < G, entao
H <G,

Demonstragao. Para cada g € G, é elementar verificar que a aplicagdo ¢, : G — G
definida por ¢,(z) = gzg~' € um automorfismo de G. Como K < G, temos que ¢, (K) =
K para cada g € G. Logo, a restrigao (¢g)), de ¢4 a K é um automorfismo de K. Uma
vez que Hchar K, segue que (¢,), (H) = H para cada g € G. Portanto, H < G. O]

1.5 Acao de Grupos

Definicao 1.5.1. Sejam X um conjunto ndo vazio e G um grupo. Uma acao de G sobre

X é uma funcao - : G x X — X, denotada por -(g,x) = g -, tal que
(i) se e € a identidade de G, entio e-x =z, para cada x € X,

(ii) (9192) - = g1 - (g2 - x), para todos v € X € g1,92 € G.

Exemplo 1.5.2. Eziste uma a¢do natural de um grupo (G, *) nele mesmo, a saber:

GxG — G

(g,x) +— g-x:=gxzx.
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Exemplo 1.5.3. Sejam V um espaco vetorial sobre o corpo K . Considerando o grupo
multiplicativo K* := K — {0}, temos que existe uma a¢do de K* sobre V', dada por:
K*xV — V
(,v) = «a-v:=av.

Se X é qualquer conjunto nao vazio, denotaremos por Sy o grupo formado por todas

as permutagoes de X.

Proposicao 1.5.4. Seja G um grupo que age sobre um conjunto nao vazio X. Para cada
g € G, a fungio p, : X — X definida por p,(z) = g - x para v € X € uma permutagdo.
Além disso, a fungio ¢ : G — Sx definida por ¢(g) = ¢, € um homomorfismo de grupos.

Demonstragao. Para mostrar que ¢, ¢ uma permutagao de X, devemos mostrar que g

¢ uma bijecao.

e , & injetora.

Sejam x1, 22 € X. Suponhamos que p,(z1) = ¢,(x2). Dai,

g ri=g-1 & g'-(g-m)=9" (9-22)
& (97'g) - z1=1(97"g) xo
<~ €:T1 =€ T2

= I1 = To.

Portanto, ¢, € injetora.

e o, ¢ sobrejetora.

Seja x € X. Tomemos ¢~ € G. Note que,

w97 'x) = g-(g7" - x)

Logo, ¢, € sobrejetora.

Assim, ¢, é uma bijecao e, portanto, uma permutagao.
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Agora vamos mostrar que ¢ : G — Sy definida por ¢(g) = ¢, é um homomorfismo.

Para isso, devemos mostrar que ¢(g192) = ¢(g1)¢(g2) para todos g1, g2 € G. Note que,

P(9192)(x) = g0 (7)

= (q192) - @
1 (92~ )
17 (pge (7))
= g (pg())
= (Pg1 © g, (2))
= (p(g1)p(92))(@),

9
9

para x € X. Logo, ¢ é um homomorfismo. O

Definicao 1.5.5. Seja G um grupo que age em um conjunto nao vazio X. Para todo
r € X, o conjunto Stabg(x) ={g € G | g-x = x} € denominado de estabilizador de x
em G.

Proposicao 1.5.6. Seja G um grupo que age sobre um conjunto nao vazio X. O conjunto

Stabg(x) é um subgrupo de G para todo x € X.

Demonstragao. Pelo item (i) da definicdo de agao de grupos, o elemento identidade de
G, e, estd em Stabg(z). Agora, sejam x € X e g1, g0 € Stabg(x). Assim, g -x = z e

go - x = x . Consequentemente,

(9192)x = g1-(g2-7)

= X.

Logo, g1g2 € Stabg(x) e, portanto, Stabg(x) é fechado para a operagao.
Agora, seja g € Stabg(z). Dai,

e
= (97'9) =
9 - (g-2)
gf1 - .

Assim, g~! € Stabg(x). Portanto pela Proposigio Stabg(x) € um subgrupo de
G. O

Seja G um grupo que age em um conjunto nao vazio X. Definimos a relagdo ~ em X
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da seguinte maneira: sejam xi,zs € X,
T, ~ To Se, e somente se, existe g € G tal que g - 1 = x». (1.3)

Proposigao 1.5.7. A relacao ~ definida em (L.3) é uma relagio de equivaléncia em X.
Demonstracao. Vamos mostrar que a relacao ~ é reflexiva, simétrica e transitiva.

e Sejam x € X e e € G 0 elemento identidade. Entao, e-x = x. Logo, z ~z e ~ é

reflexiva.

e Sejam x1,x5 € X. Se x1 ~ x9, entao g - r; = xy para algum g € G. Note que,

To=g-11 = ¢ 'l ma=g " (g-11)
x0 = (g "g) - 11

= g
= g To=€-1
g

= - Tog = X7.

Logo, x9 ~ x1 e, assim, ~ é simétrica.

e Sejam x1,T9,x3 € X. Se x1 ~ Xy € Ty ~ T3, entao g, - ¥ = Ty € go - Ty = X3, para

alguns g1, g2 € G. Note que,

g1 Ty =Ty = 92'(91'$1)292'$2

= (9201) - 11 = 3.

Logo, x1 ~ x3 e, portanto, ~ é transitiva.
Segue dos pontos anteriores que ~ é uma relacao de equivaléncia. O

A classe de equivaléncia que contém o elemento x € X, serd chamada de 6rbita de

x e a denotaremos por
Orbg(z) ={g9-z | g € G}.
O proximo teorema serd 1til nas provas dos Teoremas de Sylow.

Teorema 1.5.8 (Teorema da orbita e do estabilizador). Seja G um grupo que age em
um conjunto ndo vazio X. Entao, |Orbg(z)| = |G : Stabg(x)|. Se |G| € finito, entdo

|Orbg(x)| € um divisor de |G|.

Demonstracao. Para provarmos esse teorema, devemos exibir uma bijecao entre o con-

junto G/Stabg(x) e o conjunto Orbg(x). Assim, Consideremos a fungao

v G/Stabg(r) — Orbg(x)

gStabg(x) +—  g-x.
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Primeiramente, provaremos que v esta bem definida. Sejam
gStabg(x), hStabg(x) € G/Stabg(x)

tais que gStabg(x) = hStabg(x). Entao, g € hStabg(x), ou seja, existe j € Stabg(x) tal

que g = hj. Como j fixa o elemento x, temos que

Y(gStabg(r)) = g-x

Portanto, 1 estd bem definida.

Mostraremos agora que ¢ é injetora. Para isso, sejam
gStabg(x), hStabg(x) € G/Stabg(x)
tais que ¢ (gStabg(z)) = ¥(hStabs(x)), ou seja, g - = h - z. Dai

(h'g)-2 = (h'h) -2

= X.

Logo, h™'g € Stabg(x), o que implica gStabg(x) = hStabg(x). Portanto, v ¢ injetora.
Mostraremos agora que 1) é sobrejetora. Para isso, seja j € Orbg(z). Entdao g-x = j

para algum g € G. Claramente existe gStabg(x) € G/Stabg(x) tal que

Y(gStabg(r)) =g -z = j.

Logo, 1 é sobrejetora. Portanto, ¢) é uma bijegao.
Agora vamos provar a segunda parte do teorema, ou seja, se |G| é finito, entdo

|Orbe(z)| ¢ um divisor de |G|. Pelo Teorema de Lagrange, tem-se
|G| = |G : Stabg(z)||Stabg(x)|.
Dai, segue da primeira parte do teorema que

|G| = |Orbg(z)||Stabg(x)|.
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Assim, concluimos que |Orbg(z)| é um divisor de |G|.



Capitulo

2

Os Teoremas de Sylow

Neste capitulo, apresentaremos os trés Teoremas de Sylow, resultados considerados
centrais na Teoria dos Grupos Finitos. Iniciaremos o capitulo com uma secao dedicada a
introducao dos p-grupos finitos. Posteriormente, enunciamos e provamos os trés Teoremas

de Sylow e finalizamos o capitulo com algumas aplicacoes destes teoremas.

2.1 p-Grupos Finitos

Definicao 2.1.1. Seja p um ndmero primo. Um grupo finito G € chamado de p-grupo se

sua ordem for uma poténcia de p.

Pelo Teorema de Lagrange vemos que a ordem de cada elemento de um p-grupo finito

é também uma poténcia de p.

Exemplo 2.1.2. Z/87,(Z/AZ) x (Z)2Z) e (Z./27) x (Z/27) x (Z]27) sdo 2-grupos de

ordem 8 = 23,
A seguinte proposi¢ao é um resultado fundamental sobre p-grupos.
Proposicao 2.1.3. O centro de um p-grupo finito nao trivial, tem pelo menos p elementos.

Demonstracao. Considere a equacao de classes

Gl=12(G)+ Y 1G:Cla)l.
ag Z(G)
Para elementos a ¢ Z(G), temos |G : C(a)| > 1. Pelo Teorema de Lagrange, |G : C(a)|
divide |G|, ou seja, divide p"; assim, [G : C(a)| € um miltiplo de p. De 3° ., |G : C(a)]

ser miltiplo de p, segue que

Z@) =G| = Y 1G:Cla)]
ag Z(G)
¢ um miltiplo de p. Uma vez que e € Z(G), temos que |Z(G)| # 0. Portanto, Z(G) tem
pelo menos p elementos.

[]
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Proposicao 2.1.4. Se G é um grupo finito de ordem p?, entio G € abeliano.

Demonstragdo. Suponhamos que |G| = p%. Uma vez que Z(G) tem pelo menos p elemen-

tos, temos dois casos a considerar:
(i) [2(G)| = p;
(i) 12(G)] = p*.

No caso (i), temos |G/Z(G)| = p, de modo que G/Z(G) é ciclico. Pela Proposi¢ao
1.3.11] segue que G é abeliano. Logo G = Z(G), e, portanto, G/Z(G) é trivial, o que é
uma contradi¢do, pois assumimos que |G/Z(G)| = p.

No caso (ii), como Z(G) & subgrupo de G e |G| = p* = |Z(G)|, entao G = Z(Q).
Logo, G é abeliano. m

O proximo teorema nos d4 um caso em que vale a reciproca do Teorema de Lagrange.

Teorema 2.1.5 (Teorema de Cauchy para grupos abelianos). Sejam G um grupo abeliano
finito e p um numero primo que divide a ordem de G. Entao G tem um elemento de ordem
.
Demonstracao. Vamos prosseguir por inducao sobre a ordem de G.
Se |G| = 2, a afirmagao é verdadeira, pois G sera ciclico e seu gerador terd ordem 2.
Assumimos que a afirmacao é valida para todos os grupos abelianos finitos com ordem
menor que a ordem de G e maior que 2. Vamos provar que a afirmacao também vale para
G. Certamente G possui elementos de ordem prima, pois se z € G tal que |x| = m e
m = gn, onde ¢ é um primo, entao |z"| = ¢q. Se ¢ = p, terminamos. Suponhamos, entao,
que g # p. Consideremos o subgrupo (z") de G gerado por z". Como todo subgrupo de
um grupo abeliano ¢ normal, podemos construir o grupo quociente G = G/{2"). Assim,
G é abeliano e p divide |G|, uma vez que |G| = |G|/q. Por hipdtese de inducdo, existe

y(z™) € G tal que |y(2™)| = p. Desse modo, temos que

o que implica que y? € (™). Se y? = eq, terminamos. Caso contrario, |y?| = q e,

assim, |y!| = p. O

2.2 Os Teorema de Sylow

Como visto na Obseracao da Secao deste trabalho, a reciproca do Teorema
de Lagrange é falsa, ou seja, se G ¢ um grupo de ordem m e n divide m, G nao precisa
ter um subgrupo de ordem n. O proximo teorema é uma reciproca parcial do Teorema de
Lagrange. FEle foi provado pela primeira vez pelo mateméatico noruegués Ludwig Sylow
(1832 — 1918).
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Teorema 2.2.1 (Primeiro Teorema de Sylow). Sejam G um grupo finito, p um nimero
primo e k um inteiro ndo negativo. Se p* divide |G|, entdo G tem pelo menos um subgrupo

de ordem p*.

Demonstracao. Inicialmente, notemos que a afirmacao vale trivialmente se a ordem de G
é igual a p*. Por isso, para o que segue, assumiremos que |G| # pF.

A prova do caso geral sera por indugao sobre |G|. Se |G| = 1, note que o grupo trivial
¢ um subgrupo de ordem p° = 1. Logo, vale a base da inducdo.

Suponhamos agora que a afirmacao vale para todos os grupos que possuem ordem
menor que |G|. Provaremos que o mesmo vale para o grupo G. Observe que, para concluir
a prova é suficiente provar que G possui um subgrupo proprio H tal que p* divide |H|. De
fato, se H é subgrupo proprio de G, entao |H| é estritamente menor que |G|, de modo que,
pela nossa afirmacao, H tem um subgrupo proprio de ordem p* que, consequentemente,
também sera subgrupo proprio de G.

Provaremos agora que G possui um subgrupo proprio H de modo que p* divide |H|.
Para isso, procedemos por contradicdo, ou seja, suponhamos que p* nio divide a or-
dem de nenhum subgrupo préprio de G. O Teorema de Lagrange aplicado para o

centralizador C'(a) de um elemento a de G, nos da que
G| =G : C(a)]|C(a)]. (2.1)
Pelas nossas hipoteses,
pk divide |G|
pk nao divide |C(a)|.

Logo, da relagao (2.1)) concluimos que p* divide |G : C(a)| e, consequentemente, p divide
|G : C(a)|]. Agora, da equagao de classes

Gl =12+ > |G:Cla)], (2.2)
a¢ Z(G)

concluimos que p divide |Z(G)|, uma vez que p divide |G| e p divide |G : C(a)| para cada
a € G. Pelo Teorema de Cauchy existe € Z(G) tal que |(z)| = p. Como x comuta
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com todos os elementos de GG, temos que

t —1 -1

gxr'g = gxr---TTg
t vezes
= 1’g$ e :C:L'gil

prm— ‘T‘I‘g.a.x‘rg
= TTT- - gTyg
= TXT---Tgg

= xxT---TEqg

= :L't’
para todo g € G. Isso mostra que (x) < G. Logo, podemos considerar o grupo quociente
G /{z). Note que p*~! divide |G/(z)|. Como |G /{x)| < |G|, segue pela hipotese de indugio
que G/{x) tem pelo menos um subgrupo L de ordem p*~!. Pelo Lema |1.2.16] existe um
subgrupo H de G tal que L = H/(z). Pelo Teorema de Lagrange [1.3.2]

[H| = [H: (@)|[(2)|

Uma vez que G nao é um p-grupo, concluimos que H é um subgrupo proprio de G de
ordem p*. Dessa forma, dado um grupo finito G, um nimero p primo e k um inteiro nao

negativo, se p* dividir |G|, entdo G tera pelo menos um subgrupo de ordem p*. O
O Teorema [2.2.1] motiva a seguinte definigao:

Definicao 2.2.2. Sejam G um grupo finito, p um nimero primo e k um inteiro nao

k+1

negativo. Se p* divide |G| e p**1 ndo divide |G|, entdao qualquer subgrupo de G de ordem

p* serd chamado de p-subgrupo de Sylow.
O proximo lema serd util na prova do segundo Teorema de Sylow.

Lema 2.2.3. Sejam G um grupo finito e K wum p-subgrupo de Sylow de G. FEntao,
0s unicos elementos de Ng(K) cuja as ordens sdo iguais a uma poténcia de p, sGo o0s

elementos de K.

Demonstra¢ao. Suponhamos que exista © € Ng(K) tal que x ¢ K e cuja a ordem é
igual a uma poténcia de p. Consideremos (z) < Ng(K). Como K < Ng(K), temos que
K(z) < Ng(K). Em particular, K (z) < G. Pela Proposicao (ii)

AK|[{z)|

|
K= Tkn @
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Como K N (x) < (x) e x ¢ K implica que |[K N (x)| < [(z)|. Desse modo, |K(z)| > |K|
e |K(z)| é uma poténcia de p. Logo, temos uma contradi¢do com o fato de K ser um
p-subgrupo de Sylow de G. Portanto, nao existe © € Ng(K) com = ¢ K tal que a ordem

x é igual a uma poténcia de p. O

Teorema 2.2.4 (Segundo Teorema de Sylow). Se H é um subgrupo de um grupo finito
G com ordem igual a uma poténcia de um primo p, entao H estd contido em algum

p-subgrupo de Sylow de G.

Demonstragao. Seja K um p-subgrupo de Sylow de G e seja C' = {K;, Ky, -+ ,K,} o
conjunto formado por todos os conjugados de K em G. Como a conjugacao em G define
um automorfismo de G, temos que cada elemento de C' é um p-subgrupo de Sylow de
G. Denotemos por S, o conjunto de todas permutacoes de C'. Agora, consideremos a

aplicagao T : G — S, definida por

T: G — SC
g — @, C — C
K = gKig™

Afirmamos que 7" é um homomorfismo de grupos. De fato, para todos g, h € G temos que

pan(Ki) = (gh)Ki(gh)™
= g(hK;h g™
= gon(Ki)g™
= pg(en(K;)
= (g 0 @n)(Ki).

Assim,
T(gh) = ¢gn = @40 on =T(g) o T'(h).

Logo, T : G — Sc¢ é um homomorfismo de grupos. Como |H| é uma poténcia de p,
segue pelo Corolério [1.4.3] que |T'(H)| também é. Agora, pelo Teorema da 6rbita e do
estabilizador

|T'(H)| = |orbru (K)||stabr ()]

Dai, |orbpu) (K;)| divide |T'(H)| paracadai € {1,--- ,n}. Consequentemente, |orbr ) (K;)|
¢ uma poténcia de p.
Para concluir a prova é suficiente mostrar que |orbp(f;)] = 1 para algum i €

{1,---,n}. Com efeito, |orbru)([;)| =1 se, e somente se,

on(K;) = hK;h ™' = K; paratodo h € H,
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ou seja, |orbym) (K;)| = 1 se, e somente se, H < Ng(K;). Pelo Lema[2.2.3] |orby ) (K;)| =
1 se, e semente se, H < K,. Portanto, estara provado o Teorema.
Vamos mostrar que existe i € {1,--- ,n} tal que |orbp) (K;)| = 1. Uma vez que,
|C| = |G : No(K;)| e
|G : K| = |G : No(K;)||Na(K;) : Kil,

nao é divisivel por p, pelo fato de K; ser um p-subgrupo de Sylow, concluimos que |C/|
também nao é divisivel por p. Como as orbitas produzidas da acdo de T(H) sobre C'

geram uma particao do conjunto C, temos que
|C| = |orbrn (K1)| + |orbrn (K2)| + -+ - + |orbry (Ky)]-

De |orbrmy(K;)| ser uma poténcia de p e p nao dividir |C], concluimos que deve existir

io € {1,--- ,n} de modo que |orbp(Ky,)| = 1, como queriamos. O

Corolario 2.2.5. Se P € o tnico p-subgrupo de Sylow de um grupo finito G, entao P é

um subgrupo normal de G.

Demonstracao. Do teorema segue que gPg~! também é um p-subgrupo de Sylow de
G para todo g € GG. Por hipétese, P é o tnico p-subgrupo de Sylow de G, logo

gPg~! = P, para todog € G.

Portanto, P é um subgrupo normal de G. O]

O terceiro Teorema de Sylow nos dé informagoes em relagao ao ntimero de p-subgrupos

de Sylow de um dado grupo finito.

Teorema 2.2.6 (Terceiro Teorema de Sylow). Sejam p um nimero primo e k,m inteiros
de modo que k € ndao nulo. Seja G um grupo de ordem p*m com p nao dividindo m. Se

n, € o numero de p-subgrupos de Sylow de G, entao vale as sequintes condigoes:
(1) n, = 1(mod p);
(ii) n, divide m.
Além disso, quaisquer dois p-subgrupos de Sylow de G sao conjugados.

Demonstragao. Seja K um p-subgrupo de Sylow de G e seja C = {K;, Ko, -+ , K, }, com
K = Kj, o conjunto de todos os conjugados de K em G. Como na prova do Teorema [2.2.4]

consideremos o conjunto S, formado por todas as permutacoes de C' e o homomorfismo
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T :G — S, definido por

T: G — 5S¢
g = @, C — C
Ki — gKig™"

Como | K| é uma poténcia de p, segue pelo Corolario que |T(K)| também é. Agora,

pelo Teorema da érbita e do estabilizador 1.5.8, temos,
I T(K)| = |orbr) (K;)||stabr) (55)|.

Consequentemente, |orbyx)(K;)| divide |T(K)| paracadai € {1,--- ,n} e, assim, |orbyx)(K;)|
¢ também uma poténcia de p. Como na prova do Teorema 2.2.4, [orbp)(K;)| = 1 se, e
somente se, K < K;. Como K = Kj, temos que |orbpx)(K1)| = 1 e |orbrx)(K;)| ¢ uma
poténcia de p maior que 1, para todo i € {2,--- ,n}. Uma vez que o conjunto das orbitas

da agdo de T'(K) sobre C gera uma particao de C, temos que

‘C’ = |O7”bT(K)(K1)| -+ |OTbT(K)(K2)’ + -+ ’OTbT(K)<Kn)|
= 1 + |0TbT(K)(K2)’ + -+ |OTbT(K)(Kn)|.

Dai,

n — 1 = |OTbT(K)(K2)| —f- s + |0TbT(K)(Kn)|
Como p divide |orbypk)(K;) para todo i € {2,--- ,n}, temos que p|(n — 1), assim, n =
1(mod p).

Agora vamos mostrar que todo p-subgrupo de Sylow de G pertence a C. Para isso,
suponhamos que H é um p-subgrupo de Sylow de GG que nao pertence a C'. Notemos que,
o conjunto das orbitas geradas pela acao de T'(H) sobre C' também produz uma parti¢ao

em C', assim
IC| = |07"bT(H)(K1)| + |07"bT(H)(K2)| +---+ |07“bT(H)(Kn)|-

Uma vez que H ¢ C, temos que nenhuma 6rbita possui cardinalidade igual a 1. Portanto,
n = 0(mod p), pois |orbrm (k)| é divisivel por p cada cada i € {1,--- ,n}. Logo,
obtemos uma contradi¢cao com o que foi provado no paragrafo anterior. Logo, H € C' e
assim n, = n.

Por fim, resta mostrar que n, divide m. Da definicao do conjunto C, segue que
n, = |G : N¢(K)|. De K < Ng(K) < G, vem da Proposicao [1.3.9] (i) que

G K| = |G : No(K)||Na(K) : K.
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Assim,
ny, |IN(K): K| = |G: K|
ol
| K
pFm
= m.
Portanto, n, divide m. O

2.3 Aplicacoes dos Teoremas de Sylow

Os Teoremas de Sylow foram uma das principais ferramentas usadas na classificagao

dos grupos finitos simples.

Definicao 2.3.1. Um grupo G ¢ dito simples, se seus unicos subgrupos normais sao 0s

triviais, isto é, {ec} e G.
Proposicao 2.3.2. Todo grupo alternado A,, comn =3 oun > 5, é simples.
Demonstracao. Ver |4, Teorema V.10.21 |, p. 228-230 |. O]

Exemplo 2.3.3. Todo grupo G de ordem 42 nao é simples. De fato, vamos mostrar que
esse grupo possui um subgrupo normal de ordem 7. Note que, ao fatorarmos a ordem de

G, obtemos

42=2-3-7.

Logo, pelo primeiro Teorema de Sylow (Teorema M), existe pelo menos um subgrupo
de ordem 7 que € um T-subgrupo de Sylow.

Agora, vamos mostrar que este subgrupo € normal. Pelo terceiro Teorema de Sylow

(Teorema [2.2.6]), temos que
ny =1 (mod 7)

ny divide 2 - 3.

Logo, ny = 1, pois 1 é o unico nimero que divide 2 -3 e é congruente a 1 (mod 7),

dat, pelo Coroldrio 2.2.5, seque que esse T-subgrupo de Sylow é normal em G.
Proposicao 2.3.4. Todo p-grupo finito G nao trivial, nao é um grupo simples.

Demonstracao. Se G é abeliano, pelo primeiro Teorema de Sylow, existe um subgrupo de
ordem p, que serd normal em G.

Agora, se G nao é abeliano, segue pela Proposicao m que seu centro Z(G) possui,
pelo menos, p elementos. Como Z(G) # G, segue que Z(G) é um subgrupo normal

proprio de G. 0
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Exemplo 2.3.5. Grupos de ordens 8,81 e 3125 nao sao simples. De fato, observe que
8 =23, 81 = 3%, 3125 = 5°.

Dai, pela Proposicao vemos que esses grupos nao sao simples.

Proposicao 2.3.6. Se G ¢ um grupo tal que |G| = pq, com p,q nimeros primos, entio

G nao € um grupo simples.

Demonstragdo. Se p = ¢, entdo |G| = p?, e sabemos pela Proposicao que G é
abeliano; pelo Teorema de Cauchy ( Teorema existe ¢ € G de ordem p, donde
temos (g) < G.

Suponhamos que p > ¢. Denotemos por n, o ntimero de p-subgrupos de Sylow de G.
Do terceiro Teorema de Sylow (Teorema , temos que

n, =1 (mod p)
n, divide q.
Logo, n, = 1, pois p > ¢. Assim, existe um dnico p-subgrupo de Sylow de G e pelo
Corolario ele ¢ normal em G. O

Exemplo 2.3.7. Todo grupo G de ordem 15 nao é simples. De fato, ao fatorarmos a
ordem de G, obtemos 15 = 3 -5. Dai, seque pela Proposicao que G nao é simples.

Proposicao 2.3.8. Seja G um grupo tal que |G| = p"q, com p,q numeros primos. Se

p" < q, entao G possut um subgrupo normal de ordem q.

Demonstragao. Denotemos por n, o nimero de g-subgrupos de Sylow de G. Pelo terceiro
Teorema de Sylow (Teorema , temos que

ngy =1 (mod q)

ng divide p".

Logo, n, € {1,p,p? -+ ,p"} e por p" < ¢, tem-se que n, = 1. Portanto, segue pelo
Corolario que o g-subgrupo de Sylow de G é normal em G. O

Exemplo 2.3.9. Grupos de ordens 20, 99 e 725 nao sao simples. De fato, observe que
20 =2%.5, 99 =32.11, 725 = 5% . 29.

Dai, seque pela Proposicao que esses grupos nao sao simples.

Algumas vezes, os Teoremas de Sylow nao dao a resposta diretamente, mas dao a

resposta apds uma contagem, como serd mostrado no exemplo a seguir.
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Exemplo 2.3.10. Nao eziste grupo G simples de ordem 616. De fato, uma vez que,
616 = 2% - 711,

seque pelo primeiro Teorema de Sylow que G possui pelo menos um T-subgrupo de Sylow de
ordem 7 e pelo menos um 11-subgrupo de Sylow de ordem 11. Dai, pelo terceiro Teorema
de Sylow tem-se que,

niy =1 (mod 11) e nyy divide 2° - 7

ny =1 (mod 7) e ny divide 2° - 11.

Assim, ny; € {1,56} e ny € {1,8,22}. Se nyy = 1 ou ny = 1, terminamos, pois pelo
Coroldrio teremos pelo menos um subgrupo normal em G que nao € trivial. Entao,
suponhamos que ny, = 56 e ny = 8. Dai, faremos a contagem da quantidade de elementos
diferentes da identidade do grupo G, ou seja, existem 10 elementos diferentes da identidade
em cada 11-subgrupo de Sylow de G e 6 elementos diferentes da identidade em cada 7-

subgrupo de Sylow de G. Totalizando,
10-56 4+ 6 - 8 = 608.

Neste caso, sobram 616 — 608 = 8 elementos, que sao elementos pertencentes ao
iunico 2-subgrupo de Sylow do grupo G, que pelo Coroldrio 2.2.5 € normal em G. Agora,
suponhamos que nqy = 56 e ny = 22. Neste caso, teriamos 10-56 +6-22 = 692 elementos
diferentes da identidade no grupo G, o que € um absurdo, pois G tem 616 elementos.

Portanto, nao existe um grupo G de ordem 616 simples.



Capitulo

3

Uma Generalizacao para os Teoremas

de Sylow

Neste capitulo, apresentaremos uma generalizacao para os Teoremas de Sylow em
termos de grupos soltuveis finitos, devido ao matematico Philip Hall. Para essa exposicao,
organizamos esse capitulo em trés secoes. A primeira trata sobre séries principais e de
composicoes; a segunda sobre grupos soluveis finitos e na ultima secao enunciamos e

provamos os Teoremas de Hall.

3.1 Séries Principais e Séries de Composicao

Consideraremos uma cadeia de subgrupos de um grupo G,
G:AoDAlDAQD"'DAn, (31)
onde
AiQAZ‘_l, 1=1,...,n. (32)

Estara associada a (3.1), a sequéncia de quocientes
Aifl/Ai, 1= 1,...,71, (33)

onde cada quociente serd chamado de fator da série.
Se cada A; ¢ um subgrupo normal de GG, chamaremos a cadeia (3.1]) de série normal.

Se assumirmos apenas (3.2)), chamaremos a cadeia de série subnormal.

Definicao 3.1.1. Uma série subnormal em que cada A; é um subgrupo normal mazimal

de A;,_1 serd chamada de série de composicao.

Definigao 3.1.2. Uma série normal em que cada grupo fator A;_1/A; é um subgrupo
normal minimal ndo trivial de GJA; é chamada de série principal. Equivalentemente,
uma série normal serd chamada de série principal se para cada i = 1,...,n, nao eriste

um subgrupo normal N de G, de modo que A; < N < A;_1.

*Um subgrupo normal H de um grupo G é um subgrupo normal maximal de G se H # {1} e ndo
existe um subgrupo normal K de G tal que {1} < H < K < G.
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Proposicao 3.1.3. Um grupo quociente G/N € simples se, e somente se, N for um

subgrupo normal mazximal do grupo G.

Demonstra¢ao. (=) Suponhamos que N ndo é um subgrupo maximal de G. Dali, existe

um subgrupo normal proprio H de G, que contém N propriamente, tal que
N CHCAG.

Assim, H/N ¢ um subgrupo normal de G/N nao trivial. Portanto, G/N nao ¢é simples.
(<) Suponhamos que G/N nao seja simples. Entdo, existe H/N < G/N que é um
subgrupo proprio nao trivial. Dai pelo Lema [1.2.16] temos

N < H«(d.

Logo, N nao é subgrupo normal maximal de G.
Assim, concluimos que um grupo fator G/N é simples se, e somente se, N for subgrupo

normal maximal de G. O
Proposicao 3.1.4. Todo grupo finito nao trivial de G, admite uma série de composicao.

Demonstracao. Inicialmente, afirmamos que existe um subgrupo G de G que satisfaz

G Ca
G1<1G

e que é maximal para esta propriedade, isto é, tal que

De fato, o subgrupo {1} estéd estritamente contido em G e ¢ normal em G. Caso ele seja
maximal para essa propriedade, podemos tomar G; = {1}; caso contrario, por defini-
¢ao mesmo, existe um subgrupo H 2 {1} que satisfaz H C G e H <G. Caso H seja
maximal para essa propriedade, podemos tomar G; = H; caso contrario, por definicao
mesmo, existe H' 2 H que satisfaz H' C G e H' < G. Caso H' seja maximal para essa
propriedade, podemos tomar G = H'; caso contrario, continuamos o processo; este deve
necessariamente parar, pois obtemos subgrupos H, H', ... cada vez maiores, enquanto que
o grupo G é finito.

Vamos mostrar agora que GG possui uma série de composicao. Pela afirmagao, existe um
subgrupo (7 de G que satisfaz G; C G e (1 <G, e que é maximal para esta propriedade.
Se G; = {1}, acabou:{1} = G <G é uma série de composicao. Se G; # {1}, pela
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afirmacao aplicada ao grupo G, obtemos a existéncia de de um subgrupo G, de G que
satisfaz Gy C G e G2 <G, e que é maximal para esta propriedade. Se Gy = {1}, acabou:
{1} = G2 < G; <G é uma série de composicao. Se Go # {1}, continuamos o processo
aplicando a afirmacao ao grupo G5. Esse processo deve necessariamente acabar, pois
obtemos subgrupos Gi, Gs, ... cada vez menores, enquanto que o grupo G é finito.

]

O proximo resultado nos diz como as séries principais e as séries de composicao se

relacionam para um dado grupo.

Teorema 3.1.5. Seja H um subgrupo normal de G tal que exista uma série de composicao

de G a H. Entao, existe uma série principal de G o H,
G=ByD>DB;D>---DB,=H,

de modo que cada grupo quociente B;/B;y1 € o produto direto de um nidmero finito de
grupos simples isomorfos. Reciprocamente, se tal série eriste com B;/B;i1 como pro-
duto direto de um numero finito de grupos simples isomorfos, entdo existe uma série de

composicao de G a H.

Demonstragao. Ver [6, Theorem 8.6.1, p. 131 |. O

3.2 Grupos Soluaveis

O conceito de grupo solavel, um dos mais antigos na Teoria de Grupos, foi introduzido
por Evariste Galois (1811-1832) quando estudava o problema de resolver equacoes algé-
bricas por meio de radicais. Galois associava um grupo a cada equacao e mostrou que a
equacao ¢é soltvel por meio de radicais se, e somente se, o grupo correspondente é soliivel,
da forma que definiremos abaixo.

Sem formalidades, um grupo é solivel se ele é "quase abeliano". Por exemplo, um
grupo G esta "perto" de ser abeliano se ele contém um subgrupo normal H tal que tanto
H quanto o quociente G/H sao abelianos. Com uma generalizacio desta ideia, podemos

elaborar a definicao seguinte.

Definicao 3.2.1. Um grupo G diz-se soluvel se existe uma série subnormal
{1} =Gyc G, C---CG, =G,

tal que cada fator G;/G;_1 € abeliano.
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Exemplo 3.2.2.

1. Todo grupo abeliano G ¢é soluvel, uma vez que
{1} Cc G

¢ uma série subnormal com as propriedades da Definicao |3.2. 1,

2. Os grupos S3 e Sy sao soluveis. De fato, para Ss,
{1} < A3 < S;,

¢ uma série subnormal onde S3/As e As/{1} sao grupos abelianos, pois possuem

ordem 2 e 3, respectivamente.

Para Sy,
{1} < K4 <1A4 < 54,

onde Ky € o grupo de Klein, é uma série subnormal onde Sy/Ay, As/Ky e Kyf{1}

sao grupos abelianos, pois possuem ordem 2, 3 e 4. respectivamente.

Uma definicao muito importante no estudo dos grupos soliveis é a definicao do comu-

tador de dois elementos de um grupo G.

Definicao 3.2.3. Seja G um grupo. Dados x,y € G, definimos o comutador de x e y
como o elemento v~y txy € G, o qual serd denotado por [x,y|. Mais geral, se H ¢ K

sao dois subgrupos de um grupo G, definimos o subgrupo comutador de H e K por
[H,K]:= (h 'k 'hklh € H,k € K).
Em particular, o grupo
G =G, G] = (7 taylz,y € G)

serd chamado de subgrupo derivado de G.

Utilizando essas noc¢oes, podemos definir indutivamente a seguinte sequéncia de sub-

grupos:
G® .= @
an .= [G(O),G(O)}:G’
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O subgrupo G sera chamado de n-ésimo subgrupo derivado de G.
Proposigao 3.2.4. Sejam G um grupo e G’ seu subgrupo derivado. Entao,
(i) G'<@.
(1) G/G' € abeliano.

(11i) G' é o menor subgrupo normal de G com esta propriedade, isto é, se H1G € tal que

G/H ¢ abeliano, entao H O G'.

Demonstragdo. Para o item (i), sejam g,z,y € G, vamos mostrar que g[z,ylg~' € G'.

Note que,

! (g2 g " 9) g ) (g2) (9 9) (g™ ")

(g g™ gy g ) gzg ) (gug™").

glz,ylg™ = gy (ay)g ™t =
=

Uma vez que grg~ ', gyg~! € G, temos que

glz,ylg™" = [gzg™, gyg ],

portanto, g[z,ylg™' € G’ e assim, G' < G.
Para o item (i7), sejam gG’, hG' € G/G'. Note que

(hg)X(gh) = g *h~'gh = [g,h] € G".
Dai,

((hg)'G")((gh)G") = (hg) " (gh)G" = G = ((hg)(hg) ") (gh)G" = (hg)G'
= (gh)G" = (hg)G’
= (9G")(hG") = (hG")(9G").

Portanto, G/G’ é um grupo abeliano.
Para o item (7i7), seja H <G tal que G/H ¢é abeliano. Sejam xH,yH € G/H. Note

que,

vyH = yrH <= ((yx) 'oy)H =H
— (' layH=H

<~ [z,y] € H.

Logo, G' C H. O
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Pela Proposicao a cadeia
G=GO>5g0 5...5gM ... (3.4)

¢ uma série subnormal em que cada grupo fator é abeliano. A cadeia (3.4) sera chamada

série derivada de G.
Proposicao 3.2.5. Seja G um grupo. As sequintes condi¢coes sao equivalentes:
(1) O grupo G € séluvel.

(ii) Eziste um inteiro n tal que G = {1}.

No caso de G ser finito, elas sdo também equivalentes a:

(i1i) O grupo G possui uma série de composi¢ao cujos grupos fatores sao abelianos (e

portanto ciclicos de ordem prima).

Demonstragao. (i) = (i1). Como G é um grupo soluvel, existe uma série subnormal
G:GQDG1I>'-'DGT :{1}

tal que os fatores G; /G, 41 sdo abelianos, para todoi = 0,...,r—1. Sendo Go/G; abeliano,
sabemos pela Proposicio que G; D (Gy) = GM. Sendo G1/G; abeliano, temos
Gy D (G1) 2 (GWY = G?. Sendo G3/Gs5 abeliano, temos G3 O (Gy)' D (G@Y = GO,
Continuando desta maneira, obtemos que G; O G®, para todo i = 0,...,7; portanto,
obtemos que G = {1}.

(i¢) = (i). Pela Proposicao [3.2.4] a série

G=G">GWsG%> ..o GM = {1},

é uma série subnormal cujos grupos fatores sao abelianos.
Suponhamos agora que G é um grupo finito,
(4ii) = (1). E imediato.

(1) = (iii). Como G é soluvel, existe uma série subnormal
G:G0>G11>"'[>GT = {1}

tal que G;/G;41 abeliano, para todo i = 0,...,7 — 1. Sendo G um grupo finito, entdo
cada quociente G;/G;41 é um grupo finito abeliano. Podemos aplicar a Proposicao m
juntamente com o Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitos [3, Teorema 11.1]
e Lema a este grupo quociente para obter uma série de subgrupos entre G; e G;11

tal que cada grupo quociente desta série é ciclico de ordem prima. Fazendo isto para todo
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indice 7« = 0,...,r — 1, obtemos uma série de composicao de G cujos grupos quocientes
sao ciclicos de ordem prima.

O]
Proposicao 3.2.6. Seja G um grupo solivel. Entao,
(i) todo subgrupo de G € solivel.
(11) todo grupo quociente de G € solivel.

Demonstracao. (i) Seja G um grupo soluvel e H um subgrupo de G. Entao, por definicao,
H' C G’, uma vez que H' é gerado por todos os comutadores de elementos em H e G’ por
todos os comutadores em G. Logo, (H')" C (G'), e assim sucessivamente, de modo que
se G =1, entdo H™ = 1 e, pela Proposicio [3.2.5, H é soluvel. Aqui, H® pode ser a
identidade para algum 7 < n.

(77) Seja K um subgrupo normal. Entao, @ = G/K é um grupo fator de G. Considere
o homomorfismo canénico G — . Aqui, todo comutador em @ é a imagem de um
comutador em G, de modo que G’ — @’. Continuando, G™ — Q™ de onde Q™ =1
se GM™ = 1 e, assim, pela Proposicao Q) & solivel. Novamente, Q) pode ser a
identidade para algum 7 < n. ]

Definicao 3.2.7. Seja p um numero primo. Um p-grupo abeliano finito que € isomorfo

a Ly X Ly X -+ X Ly, € chamado de grupo abeliano elementar.

Proposicao 3.2.8. Se G € um grupo soluvel finito, entao todo subgrupo normal minimal

de G é um grupo abeliano elementar.
Demonstragao. Ver |11, Theorem 5.24, p. 105-106]. ]

Proposicao 3.2.9. Se G ¢ um grupo solivel, entao G possui uma série de composi¢cao

de modo que os grupos fatores sao abelianos.

Demonstracao. Pela Proposicao |3.2.4]
GHOGHSa® 5.5 g = {1},

¢ uma série subnormal em que cada grupo fator é abeliano. Assim, existird um subgrupo
normal maximal 4; O G, Pela Proposicao G /A; é simples e, portanto, ciclico de
ordem prima. Similarmente, como A; é solivel, A; contém um subgrupo normal maximal

Ay tal que A; /A, é ciclico de ordem prima. Continuando, temos
G=4D2A4 D - DA ={1},

onde cada A;_1/A; é ciclico de ordem prima. O



3.2 Grupos Soluveis 57

Teorema 3.2.10. Todo grupo soluvel finito G possui uma série principal,
G=CyDC,D---DCs={1},

de modo que os grupos fatores C;_1/C;, parai=1,...,s, sao grupos abelianos elementa-

res.

Demonstracao. Pela Proposicao [3.2.9] G possui uma série de composicao de modo que os
grupos fatores sao abelianos. Segue do Teorema que G possui uma série principal

G=CyDC,D---DCs=A{1},

onde C;_1/C; é o produto direto de grupos simples isomorfos. Pela Proposigao [3.2.6]
esses grupos simples sdo soliveis e, portanto, ciclicos de ordem prima. Assim, C;_;/C; é
o produto direto de grupos ciclicos de mesma ordem prima p e assim, cada C;_;/C; sdo

grupos abelianos elementares. O]

Proposicao 3.2.11. Seja G um grupo soluvel finito e K um subgrupo normal de G.

Entao,

(i) para um subgrupo H de G, as ordens dos fatores principais de H sao divisores das

ordens dos fatores principais de G.

(ii) as ordens dos fatores principais de G/K formam um subconjunto das ordens dos

fatores principais de G.

Demonstra¢ao. (i) De G ser solivel e finito, pelo Teorema [3.2.10, existe uma série
principal

G=GyD>DG D DG ={1}, (3.5)

de modo que cada G;_1/G; é abeliano elementar. Agora, considere a seguinte série

de subgrupos de H,
HODOHNG DHNGyD---2DHNGs={1}. (3.6)

Note que, pela Proposicao a série (3.6) ¢ uma série normal de H. Pelo Lema
[L.4.6,

HNGin é sub o isomorfo de Gt
————— ¢é um subgrupo isomor )
HnN Gz sTup Gl

Pelo Teorema de Langrange,

Gi1

Gi

HﬂGi_l
HNG;

divide ‘
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(ii)

Se existe i € {1,...,n} e L < H de modo que,
HNG;.1 2 L2 HNG,.
Observe que pela Proposicao [1.3.9]
|[HNG;—1: HNG;|=|HNG;_1: L||L: HNGY.

Consequentemente, |H NG,y : L| e |L : H N G,| divide |G;-1 : G;|, uma vez que
|[HNG;—1 : HNG,| divide |G;_1 : G;|. Podemos repetir esse processo até obter uma

série principal para H que, por construcao, tera a propriedade do enunciado.

De G/K ser um grupo soluvel, existe uma série principal
G/K=Qy2Q12 - 2Q,=1{1}. (3.7)
Pelo Lema [1.2.16] obtemos a seguinte série normal,
G=0Q2Q12Q2 ---2K. (3.8)

Usando a série normal em ([3.5) para completar a série normal em (3.8) obtemos a

seguinte série normal de G:
G=Q2@Q12Q:2---DOKD>OKNG ODKNGy2---2KNG, ={1}. (3.9

Pelo Terceiro Teorema de Isomorfismo (Proposi¢ao [1.4.5)),

Qi1 Qi Q, G

C — =~ —

Qi - Qi QiNQi'

Da série (3.7) ser principal, temos que Q;—1/Q; ¢ normal e minimal em G/Q;.
Fazendo um processo analogo ao feito na prova do item (i) na série (3.9)),a partir do

subgrupoK, obteremos uma série principal de G com as propriedades desejadas.
m

3.3 Os Teoremas de Hall

Em setembro de 1927, o matematico inglés, Philip Hall, fez uma importante descoberta

na Teoria dos Grupos ao demonstrar que os Teoremas de Sylow sao generalizados para

grupos soluveis finitos de ordem mn, em que m ¢é relativamente primo em relacao a n,

sem a exigéncia de m ser uma poténcia de um ntimero primo p.
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Teorema 3.3.1 (Teoremas de Hall). Seja G um grupo solivel finito e |G| = mn, com

mdc(m,n) = 1. Entao,
(i) G possui pelo menos um subgrupo de ordem m.
(ii) quaisquer dois subgrupos de ordem m sdo conjugados.

(7ii) qualquer subgrupo cuja ordem m' divide m estd contido em um subgrupo de ordem

m.

(iv) o nimero h,, de subgrupos de ordem m pode ser expresso como um produto de

fatores, em que cada um

(a) é congruente a 1 mddulo algum fator primo de m;

(b) € uma poténcia de um nimero primo e divide a ordem de um dos fatores de

uma série principal de G.

Demonstragdo. Note que se m = p¥, com p sendo um niimero primo, o item (i) é provado
pelo Primeiro Teorema de Sylow (Teorema [2.2.1). O item (ii) ¢ provado pelo Terceiro
Teorema de Sylow (Teorema [2.2.6). O item (iii) é provado pelo Segundo Teorema de
Sylow e o item (iv) é uma declaracdo mais forte do Terceiro Teorema de Sylow
(Teorema [2.2.6)).

A prova serd por indugao sobre a ordem de G, sendo trivialmente verdadeira se a
ordem de G for uma poténcia de um ndmero primo. Além disso, a prova se basearé
fortemente na estrutura de uma série principal de GG e na estrutura dos grupos de fatores.

Dividiremos a demonstracao em dois casos.

CASO 1: O grupo G tem um subgrupo normal préoprio H de ordem min;, onde
m = mimso, N = NNy € Ny < N.

Para o item (i), suponhamos que a afirmacao do item (i) seja verdadeira para todos
os grupos soltveis finitos com ordem menor que |G|. Pelo Teorema de Lagrange, temos

que G/H tem ordem igual

= = MNaMNa.

G mn M MaN N
H mimny miny

Uma vez que mdc(msg,ny) = 1 e |G/H| < |G|, segue pela hipotese de indugao, que
G/H tem um subgrupo D de ordem my. Pelo Lema [1.2.16} existe um subgrupo D de G
que contém H, de modo que D = D/H. Pelo Teorema de Lagrange,

|D| = ‘D : HHH‘ = MmNy = Mmny.

Note que, mdc(m,ny) = 1 e de ny < n segue que |D| < |G|. Assim, novamente pela
hipotese de inducao, segue que D tem um subgrupo S de ordem m, consequentemente,
S < G, uma vez que D < G.
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Para o item (i), sejam M e M’ dois subgrupos de G ordem m. Como H é subgrupo
normal em G, segue pelo Lema que M H e M'H sao subgrupos de GG. Afirmamos

que |MH| e |M'H| divide mymgomyn;. De fato, pelo segundo Teorema de isomorfismo

(Teorema |1.4.4) temos que

MH M (3.10)
H ~MNH '
Dai, pelo Teorema de Lagrange,
|MH| = |MH: H|H|
M : M H||H]|
m
= ——mn
MnH T
_ Mmymaminy
 MnH|
Agora, note que,
MnNH
Mmatit 77”21723:227}1 = m1m2m1n1—‘ | =|MnNH|.
|MH| W mimaiming

Similarmente, mostra-se que |M'H| divide mimaomin;.
Pelo Teorema de Lagrange, |[M H| e |M'H| divide mn. Entao, |MH| e |M'H| divide
mdc(mymoming, mn) = (mymaming, mymoning) = MiMan, = mny.

Uma vez que mdc(m,ny) =1 e |MH| e |M'H| sao miltiplos de m e ny, segue que
IMH| = |M'H| = mny = myman;.

Para concluir a prova do item (i), procederemos agora por inducao sobre |G|. Supo-
nhamos que a afirmacao do item (77) seja verdadeira para todos os grupos soluveis finitos
com ordem menor que |G|. Provaremos que a afirmacao do item (i7) também vale para

G. Pelo Teorema de Lagrange,

= Mao.

MH| |M'H| mn;  mymony
H| | H|

miny ming

Como

<d,

G
mong = E

e mdc(msg,ny) = 1, segue pela hipotese de indugdo, que os dois subgrupos (M H)/H e
(M'H)/H sao conjugados em G/H.
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Counsideremos o homomorfismo canoénico
. G - G/H
g +— gH.

Pelo Lema [1.4.8]

MH M'H
Wl(?>:MHe7T1< H )ZM/H

sao subgrupos conjugados em G. Agora, note que aM’a™! e M sao subgrupos de ordem m
em MH, para algum a € G. Como |MH| = mn; < |G|, pois ny < n, e mde(m,n;) = 1,
segue novamente pela hipotese de inducio que os subgrupos aM’a=! e M sdo conjugados
em MH. Logo, existe b € M H tal que

M = b(aM'a )b~ = baM’(ba) .

Uma vez que M H < G, segue que M e M’ sdo conjugados em G.

Para o item (iii), seja M; um subgrupo de G ordem m’. Suponhamos que m’ seja
um divisor de m. Como H é subgrupo normal em G, segue pelo Lema que M H é
subgrupo de G. Afirmamos que |(M;H)/H| divide msy. De fato, note que,

G mn M1MaN N
— = = = m2n2‘
H mimny miniy
Como mdc(m,n) = 1 e m’ divide m, segue que mdc(m’,n) = 1. Nesse caso, segue

que qualquer divisor de m’ é relativamente primo com n. Em particular, |(M,H)/H| é
relativamente primo com n, consequentemente, |(M;H)/H| ¢ relativamente primo com
ng, Pois ng & divisor de n. Logo, pelo Teorema de Lagrange |(M,H)/H| divide |G/H],
donde concluimos que (M H)/H| divide ms.

Para a indugdo, suponhamos que a afirmacao do item (iii) seja verdadeira para todos
os grupos soliveis finitos com ordem menor que |G|. Vamos mostrar que a afirmagao

também vale para GG. Como

<G,

G
mong = E

e mdc(mg,ny) = 1, segue pela hipotese de inducao, que (M1 H)/H esta contido em um
subgrupo D de G/H de ordem msy. Pelo Lema [1.2.16] existe um subgrupo D de G que
contém H, de modo que D = D/H e, portanto, M; C D.

Pelo Teorema de Lagrange,
‘D’ = ‘D : HHH‘ = MmMaMMiNi = Mmny.

Como |D| < |G|, pois n; < n, e mde(m,ny) = 1, segue pela hipotese de inducao que
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o subgrupo M; esta contido em um subgrupo S de ordem m.
Para o item (iv), sabemos pelo item (ii) que para determinar o ntimero de subgrupos
de ordem m é suficiente calcular o nimero de conjugados para o dado subgrupo M de G.
Na prova do item (i7), concluimos que se M < G de ordem m, entao (MH)/H < G/H
de ordem my e quaisquer subgrupos de G/H de ordem my sdo conjugados. Vamos denotar
por
Dy, D, -+, D,

todos os subgrupos de G/H de ordem my. Suponhamos que D; = (M H)/H. Assim, a

menos de uma permutacao de indices, temos que

a;Dia;' = D;, paraalgum a; € G/H, i =2, hp,.

Desse modo, as pré-imagens desses subgrupos via o homomorfismo canonico 7 : G —

G/H sao conjugados em G, ou seja,
-1 -1 .
a;(MH)a; " =a;Dya; " =Dy, i =2, hyp,.
Aqui, a; = 771(a;). Desse modo, existem pelo menos h,,, subgrupos de ordem m, a saber,
M,a;May', -+  ap,, Ma;*
s W2 2 I hmz hm2 °

Agora, sejam
M = M17M2a"' 7M7"

todos os subgrupos conjugados de M em M H. Entao, todos os subgrupos de ordem m
de G sao:

-1 -1
M, aMay", ---, ap,, ]\/Iozhmz
-1 -1

MQ, (ZQMQCLQ y Tt ahm2 MQahm2
M,, asM.a;t, ---, an. M.at
T 24Viplig ’ himg tV4T Rmgy

Portanto, a quantidade de subgrupos de ordem m é h,,,7.

Uma vez que |G/H| < |G| e [MH| < |G|, segue por indugao, que as condigbes do item
(1v) sao validas para h,,,, que representa o nimero de subgrupos de ordem my de G/H,
e para r, que representa o niumero de subgrupos de ordem m de M H. Pela Proposicao
temos que as ordens dos fatores principais de G/H formam um subconjunto das
ordens dos fatores principais de G e as ordens dos fatores principais de M H divide as
ordens dos fatores principais de G. Logo, as condicoes do item (iv) vale para h,, = hy,,7.

Se houver algum subgrupo normal préprio de G cuja ordem nao seja divisivel por n,

entdao o teorema foi provado. Podemos, portanto, assumir que n divide |H| para todo
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subgrupo normal proprio H. Se H for um subgrupo normal minimal, no entanto, a
Proposicao diz que H é um p-grupo abeliano elementar para algum ndmero primo
p. Pode-se, assim, assumir que n = p®, de modo que H seja um p-subgrupo de Sylow de
G. A normalidade de H forca H a ser tnico, uma vez que todos os p-subgrupos de Sylow
sao conjugados. Desse modo, o problema agora foi reduzido ao caso seguinte.

CASO 2: |G| = mp*, onde p { m, G contém um p-subgrupo de Sylow normal abeliano
K e K é o tinico subgrupo normal minimal em G.

Para o item (i), segue pela Proposicao , que o grupo G/ K é soluvel de ordem m.
Seja L /K um subgrupo normal minimal de G/K. Pela Proposigao o grupo L/K é
um ¢-grupo abeliano elementar, para algum nimero primo ¢ # p. Agora, pelo Teorema

de Lagrange,
|L| =|L: K||K| = ¢"p", para algum inteiro positivo b.

Seja Q um g-subgrupo de Sylow de L de ordem ¢° e consideremos Ng(Q) o normali-
zador de Q em G. Considere Ng(Q) N K =T. T é um subgrupo normal de Ng(Q). De
fato, sejam t € T e a € Ng(Q). Note que,

ata™' € K, poist € K, e K <G

ata™' € Ng(Q), pois Na(Q) < G e t,a € Ng(Q).

Logo, ata™ € T = Ng(Q)NK, e assim aT'a™* C T. Pelo teste de subgrupo normal, segue
que T < Ng(Q). Como T < K, e K é abeliano, segue que T é abeliano.
Todo elemento de T' permuta com todo elemento de ). Com efeito, sejam t € T e
a € Q. Observe que,
[t,a] =tat 'a™' € T, pois T < Na(Q);
€T

[t,a] = @:afl € Q,pois T < Ng(Q).
€Q
Dai, [t,a] € TN Q. Uma vez que T esta contido em um p-subgrupo de Sylow, K, e Q é
um ¢-subgrupo de Sylow, segue que T'NQ = 1.
Afirmamos que T pertence ao centro Z(L) de L. De fato, primeiro note que pela
Proposicao , temos que |QK| = ¢°p%, uma vez que QN K = 1. Assim, L = QK.
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Portanto, todo elemento [ € L é da forma [ = zy, com = € ) e y € K. Note que,

tl = t(xy)
= (tx)y
= (at)y, pois os elementos de T e () comutam
= z(ty)
= z(yt) ,pois K ¢é abeliano e T' < K
= (ay)t
= lt.

Pela Proposicao(l.4.12] Z(L) char L, e como L<G, entdo Z(L)<G (ver Proposigao|l.4.13)).

Se Z(L) # 1, entao K < Z(L), uma vez que K é o unico subgrupo normal minimal
de G. Desse fato, concluimos que cada elemento [ € L = QK ¢é escrito unicamente da
forma [ = zy, com z € Q e y € K. De fato, suponhamos que [ pode ser escrito de duas

maneiras diferentes, [ = z1y; e | = x9ys, com x1, 29 € Q € y1,y2 € K. Assim,

Ty = Toys = x5 (Tyn)yrt = x5 (wayn)yp

-1 —1
= Ty T1 = Y2

Logo, x5 w1, 10y, " € QN K = 1. Dai, 21 = 25 e y; = 3. Pela Proposicio ,
segue que Q <G e, assim, K < @, uma contradi¢do. Portanto, Z(L) = 1. Dai, como
T = Ng(Q)NK < Z(L), segue que T' = 1, portanto, Ny (Q) = Q. Assim, () possui tantos
conjugados em L, quanto seu indice em L, isto é, ) possui p® conjugados em L. Qualquer
conjugado de ) em G estd em L, ji que L é um subgrupo normal de GG. Portanto, () tem

n = p® conjugados em G. Assim, |G : Ng(Q)| = p?, pelo Teorema de Lagrange,

a

Gl mp
|G Na(Q)  p

[Na(Q)] =m.

Uma vez que Ng(Q) < G, o item (i) esta provado.

Para os itens (ii) e (iv), seja S um conjugado de @ em L. Pelo terceiro Teorema de
Sylow (Teorema [2.2.6), S também ¢ um g-subgrupo de Sylow de L. Pelo o que ja foi
provado no item (z) do Caso 2, S é distinto de @ e N;(S) = S. Assim, os normalizadores
dos p® conjugados de Q em L sao conjugados e distintos. Logo, temos p® subgrupos
conjugados de ordem m, uma vez que existem p® g-subgrupos de Sylow distintos em L e
o normalizador de cada um desses subgrupos em G, é um subgrupo de ordem m. Agora,
se M’ é qualquer subgrupo de ordem m, a ordem de M'L é dada por

|M'||L] _ mg’p® n=pe mng’

M'L| = = =
| | IM'N L  |M'NL| M’ N L|’
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de onde vemos que mn divide a |M’'L|. Logo, G = M'L. Pelo segundo Teorema de

Isomorfismo, temos que

G M’

-~
~

L MnNL

Vamos mostrar que |[M’' N L| = ¢°. De fato, pelo Teorema de Lagrange,

(3.11)

M| = |M':M'NL|M NL|
B-11)

=) |G LM N L
- Zimnil.
q

Assim,
b
IM'NL|= mdL — ¢,
m
De |[M' N L| = ¢°, segue que M’ N L é um conjugado de Q. Além disso, M’ N L é normal
em M', pois para qualquer x € M'NLem € M, temos que mam ™= € M' e mam™' € L,
j& que L é normal em G (Lema [1.2.16). Logo, M’ < Ng(M' N L), pela prova do item (4)
do Caso 2, |[Ng(M' N L)| = m, donde concluimos que M’ = Ng(M' N L). Assim, os p*
subgrupos conjugados de ordem m ja constituem todos os subgrupos de ordem m. Isso
prova o item (ii).
Uma vez que existem p® g-subgrupos de Sylow em L, segue pelo terceiro Teorema de
Sylow que
p® =1 (mod q).

Foi provado no paragrafo anterior que existem exatamente p® subgrupos de ordem m.
Como K é um p-subgrupo de Sylow abeliano normal e minimal em G, segue que existe

uma série principal de G onde K figura entre os termos na seguinte posicao
G2---2KD2{l}.

Logo, como p* divide |K : {1}| = p® o item (iv) esta provado.
Para o item (iii), sejam M’ um subgrupo de G de ordem m’, um divisor de m, e M
um subgrupo de G de ordem m. Consideremos o M* = M N (M’'K). Vamos mostrar que

|M*| =m’. Como m' divide m, existe d € Z tal que m = m’d. Note que,

G_mp“_a
M_m_p

G | mp*  mdp® _ g
MK _m/pa - m'p? et
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uma vez que pela Proposicao [1.3.9]

[M[K]_ mp"
IM'NK|  |[M'NK|

IM'K| =
e de mde(m/,p*) = 1, vemos que M’ N K ¢é trivial. Como mdc(p®,d) = 1, segue pela
Proposicao [1.3.10| que

G |Gl @
MN(MK)| |M||MK

‘ = p“d.

Entao,
|G| mp*  m/dp” ,
pd  p*d p*d

IMN(M'K)| =

Aplicando o resultado do item (ii) para M'K, temos que M* é conjugado a M’ (aqui
estamos aplicando a hipotese de indugao). Uma vez que M* < M, segue que M’ esta

contido em um conjugado de M de ordem m. O]

Note que os Teoremas de Hall (Teorema [3.3.1)) garantem a existéncia de subgrupos de

ordens que nao sao assegurados apenas com o uso dos Teoremas de Sylow.
Exemplo 3.3.2. Seja G um grupo séluvel finito de ordem 60. Entao,

(i) G possui pelo menos um subgrupo de ordem 12;

(i1) G possui pelo menos um subgrupo de ordem 15;

(iii) G possui pelo menos um subgrupo de ordem 20.

Com efeito, ao fatorarmos o nimero 60, obtemos
60 =2%-3-5.

Dai, para o item (i), consideramos m = 2%-3 =12 en =5. Uma vez que mdc(12,5) = 1,
segue pelo item (1) do Teorema que existe um subgrupo H de G de ordem 12. Para
o item (it), consideramos m = 3 -5 =15 e n = 22 = 4. Uma vez que mdc(15,4) = 1,
seque pelo item (i) do Teorema que existe um subgrupo K de G de ordem 15. Para
o item (i), consideramos m = 22 -5 =20 e n = 3. Uma vez que mdc(20,3) = 1, seque
pelo item (i) do Teoremam que existe um subgrupo L de G de ordem 20.



Capitulo

4

Consideracoes Finais

Neste trabalho, apresentamos alguns resultados centrais da Teoria de Grupos Finitos;
comecando pelo Teorema de Lagrange e culminando nos Teoremas de Hall, que generali-
zam os Teoremas de Sylow em termos de grupos solaveis finitos.

Embora tenhamos focado em uma generalizacao para grupos soltveis finitos, é impor-
tante mencionar que ha diversas outras generalizacoes para os Teoremas de Sylow. Por
exemplo, existem generaliza¢oes para grupos localmente finitos [§] e para table algebras,
fusion rule algebras, and hypergroups [1]. Além disso, existe uma generalizacdo particular

para o Terceiro Teorema de Sylow [2]. Essa generalizacdo diz que,

Teorema 4.0.1. Seja ¢ o nimero de poténcias de p que sdo cone points de D. FEntdo
vp(H,G) € divisivel por p°. Se G é p-perfeito modulo H, entio vp(H,G) é divisivel por
p*, onde w € o nimero de poténcias de p que sao cone points fracos de D.

A demonstracao e corolarios decorrentes deste teorema podem ser consultados em [2].
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