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A caminho de Damasco,
Twe a perspectiva que me falta.
Vi o antes e o depois.

E isso nao significava nada.

— Rogerio Skylab
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Resumo

Este trabalho apresenta uma demonstracao construtiva e didatica para a existéncia de
grupos finitos da forma G = (a,b) definidos pelas relagoes a™ = e, b™ = a* e ba = a®b. O
objetivo principal é provar a suficiéncia das condi¢oes de congruéncia s™ =1 (mod n) e
u(s —1) =0 (mod n), as quais, como se sabe, sdo também necessarias para a existéncia
de tais grupos (os quais s@o tnicos, a menos de isomorfismos). A abordagem inicia-se
com uma motivagao detalhada que torna explicitas as idéias que conduzem naturalmente
a escolha do grupo candidato e da sua operacao binaria. Em seguida, a construgao é
realizada explicitamente sobre um conjunto de pares ordenados, utilizando apenas fer-
ramentas elementares da Teoria de Grupos e Teoria dos nimeros, aritmética modular,
inducao e propriedades elementares de homomorfismos. Como consequéncia, obtém-se a
garantia da existéncia dos grupos dos quatérnions generalizados @), e dos grupos diedrais
D,,, além da classificacao completa dos grupos de ordem 2p, com p primo impar. Como
desdobramento natural, aponta-se para a possibilidade de estender o método constru-
tivo aqui desenvolvido ao caso de grupos gerados por trés elementos, conforme sugerido,
mas nao demonstrado, na literatura consultada. O trabalho destaca-se, portanto, por
oferecer uma prova completa, pedagogicamente orientada e motivada desde as escolhas
construtivas iniciais, preenchendo uma lacuna expositiva na literatura.

Palavras-chave: Grupos finitamente gerados; Subgrupo gerado; Condicao suficiente;

Teorema de Existéncia; Demonstracao Motivada.



Abstract

This work presents a constructive and didactic proof for the existence of finite groups
of the form G = (a,b) defined by the relations a” = e, b™ = a*, and ba = a®bh. The
main objective is to prove the sufficiency of the congruence conditions s™ = 1 (mod n)
and u(s — 1) = 0 (mod n), which, as is known, are also necessary for the existence of
such groups (and which are unique up to isomorphism). The approach begins with a
detailed motivation that makes explicit the ideas that naturally lead to the choice of the
candidate group and its binary operation. Subsequently, the construction is explicitly
carried out on a set of ordered pairs, using only elementary tools from Group Theory and
Number Theory, modular arithmetic, induction, and basic properties of homomorphisms.
As a consequence, the existence of the generalized quaternion groups (),, and the dihedral
groups D, is guaranteed, in addition to the complete classification of groups of order
2p, where p is an odd prime. As a natural continuation, the possibility of extending the
constructive method developed here to the case of groups generated by three elements is
pointed out, as suggested but not demonstrated in the consulted literature. This work thus
stands out for offering a complete, pedagogically oriented, and motivationally grounded
proof from the initial constructive choices, filling an expository gap in the literature.

Keywords: Finitely generated groups; Generated subgroup; Sufficient condition; Exis-

tence theorem; Motivated proof.
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1 Introducao

As estruturas algébricas constituem objetos de grande relevancia em Algebra e sao
definidas como conjuntos dotados de operacoes que satisfazem certas propriedades. Entre
essas estruturas destacam-se os grupos, cujo conceito, como observa Milies (2022), envolve
um elevado grau de abstracao e figura entre os primeiros a serem formulados com tal
generalidade, tendo suas raizes nos estudos historicos de grupos de permutacoes, os quais
estavam ligados a resolucao de equacgoes algébricas por radicais.

No ambito dos grupos finitos, aqueles gerados por um unico elemento podem ser fa-
cilmente classificados. Contudo, como mencionam Garcia e Lequain (2022), o mesmo
nao ocorre com grupos finitos gerados por dois elementos, cuja estrutura pode se tornar
significativamente mais complexa e de dificil descricao. Apesar disso, alguns casos parti-
culares em que certas relagoes sao satisfeitas tornam o trabalho com grupos gerados por
dois elementos mais acessivel e, ainda assim, conduzem a resultados relevantes. E preci-
samente nesse cenario que se insere o presente trabalho. Investigaremos grupos finitos da
forma G = (a,b), submetidos as relagoes a™ = e, b™ = a" e ba = a’b. Nosso objetivo é
demonstrar um teorema que estabelece condi¢oes suficientes para a existéncia de grupos
com essa configuragao.

A motivagao para esta investigacao originou-se do estudo da obra de Garcia e Lequain
(2022). Os autores, ao tratarem de grupos finitos gerados por dois elementos, apresentam
condicoes de congruéncia envolvendo os inteiros n, m, s e u como necessarias e suficientes
para a existéncia de um (tinico, a menos de isomorfismos) grupo satisfazendo as relagoes
mencionadas anteriormente. No entanto, os autores apresentam a demonstracao da su-
ficiéncia apenas para o caso particular u = 0, justificando que a prova do caso geral seria
excessivamente técnica. Além disso, mesmo para esse caso particular, precisam primeiro
introduzir uma ferramenta mais avancada: o produto semidireto de grupos. Esta lacuna
expositiva motivou a questao central que norteou este trabalho: seria possivel, utilizando
apenas as ferramentas elementares da teoria de grupos ja disponiveis até aquele ponto,
construir uma prova completa, acessivel e bem motivada do caso geral?

A pertinéncia desta questao reforcou-se ao se consultar uma exposicao alternativa,
onde Garcia (1985) (inspirado em notas de aula do professor Yves Lequain) exibe um
candidato ao grupo, porém sem apresentar a motivacao subjacente a sua construcao e
sem, possivelmente devido a limitacoes de espaco, verificar em detalhes que tal objeto de
fato satisfaz todas as relagbes impostas. Assim, o presente trabalho posiciona-se como
uma contribuicao de carater didatico e de sintese, preenchendo essa lacuna ao oferecer
uma demonstracao, apoiada exclusivamente nos recursos introduzidos até o ponto em que
¢é apresentada, bem como explicitar a motivacao que guiou sua formulagao.

A demonstracao do Teorema Principal foi construtiva. A motivagao inicial permitiu

descrever os raciocinios necessarios para formular o grupo e a operacao. Em seguida,
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para estabelecer a suficiéncia, construimos explicitamente o grupo G como um conjunto
de pares ordenados munido de uma operacao cuidadosamente definida. A verificacao de
que esta operacao, sobre o conjunto dado, define de fato um grupo que satisfaz as relacoes
esperadas utilizou: inducao, propriedades de homomorfismos, aritmética modular, pro-
priedades sobre o quociente e o resto da divisao euclidiana de inteiros e outros resultados
bésicos sobre grupos.

A relevancia deste resultado reside nao apenas em seu valor didatico. Na secao de
aplicagoes, demonstramos como o Teorema Principal fornece um método alternativo e
elegante para: (i) garantir a existéncia dos quatérnions generalizados @, e do grupo
diedral D,; (ii) classificar, de forma concisa, todos os grupos de ordem 2p, em que p é um
primo impar.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: no Capitulo 2, revisamos os concei-
tos fundamentais de grupos, subgrupos e homomorfismos. No Capitulo 3, apresentamos
resultados especificos sobre grupos finitos gerados por dois elementos e desenvolvemos
tanto a motivacao quanto a demonstracao detalhada do Teorema Principal, encerrando
o capitulo com trés aplicagoes desse resultado. Por fim, nas Consideracoes Finais, sinte-
tizamos as contribuicoes alcancadas e indicamos possiveis desdobramentos para estudos

futuros.
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2 Teoria Basica de Grupos

2.1 Grupos

Um grupo é uma estrutura algébrica composta por um conjunto nao vazio GG e uma
operacao binaria que satisfaz certas propriedades fundamentais. Nesta secao, apresenta-
mos precisamente a definicao de grupo, introduzimos notagoes utilizadas ao longo deste
trabalho, verificamos propriedades basicas decorrentes da definicao e exibimos exemplos

de grupos.

Definicao 1. Uma operacao bindria sobre um conjunto G € uma funcgao

GEGxE — G
(a,b) — a-b

Exemplo 1. Sejam n € N— {0} e z € Z. Iremos utilizar a notagao r,(z) para indicar o
resto da divisao euclidiana de z por n. Assim, sobre o conjunto Z, :=={0,1,2,--- ;n —1},

definimos a operacao

Dl X Lopy — Dy
(a,b) — a®db=r,(a+Db)

Exemplo 2. Sejam n € N — {0} e Z! := {m : m € Z, Amdc(m,n) =1}. Se a,b € Z,
entdo mdc(a,n) = 1 e mde(b,n) = 1. Pelo teorema de Bezout, existem q,r,s,t € Z tais

que bs +nt =1 = aq + nr. Dai,

17 = (bs + nt)(ag + nr)
= bsaq + ntaq + bsnr + n*tr
= ab(qs) + n(taq + bsr + ntr)

Pelo algoritmo da divisao, existem p,rn(ab) € Z, com 0 < r,(ab) < n, tal que ab =

pn +rp(ab). Logo,

1 = (pn + r,(ab))(gs) + n(taq + bsr + ntr)
= pgsn + 1,(ab)(gs) + n(taq + bsr + ntr)
= rn(ab)(gs) + n(tag + bsr + ntr + pqs)

Pela reciproca do teorema de Bezout (que vale quando o mdximo divisor comum entre
dois nimeros é um), obtemos que mdc(r,(ab),n) =1 e, portanto, r,(ab) € Z*. Logo, ®
n

¢ uma operagao sobre 7%, definida por a ® b = ry,(ab), para todos a,b € 7.
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Definigao 2. Sejam P e Q) pontos quaisquer. Denotaremos por d(P, Q) a distancia entre
P e Q. Seja F uma figura geométrica (qualquer conjunto de pontos). Uma simetria de
F é uma funcao f: F — F que satisfaz as sequintes propriedades

(1) f € bijetiva.

(2) f preserva a distancia entre pontos de F, i.e., d(f(Q), f(P)) = d(P,Q);VYP,Q € F.

Exemplo 3. Seja F uma figura geométrica e S o conjunto das simetrias da figura F.
Entao, a composicao de fungoes reestrita ao conjunto Sx € uma operagao sobre Sr.
Com efeito, sendo f,g € S, entdo fog: F — F € bijetiva, pois a composicao de

funcoes bijetivas, é também uma funcgao bijetiva. Além disso, dados P, () € F, temos

d((f e 9)(P),(fo9)(Q)) =d((f(9(P)), f(9(Q)))
)

Y a((g(P)), 9(Q)))
d

2apQ)

As igualdades (1) e (2) decorrem, respectivamente, do fato de f e g serem simetrias
de F, aplicadas em pontos de F. Logo, f og € Sr e, portanto, o € uma opera¢do sobre
Sr.

Definig¢ao 3. Sejam G um conjunto e - uma operagao bindria sobre G. Dizemos que (G, -)
€ um grupo se

(1) A operacao € associativa, isto é, (a-b)-c=a- (b-c), para todo a,b,c € G.

(2) O conjunto G admite elemento neutro relativamente a operagdo -, i.e., 3e € G tal
queg-e=g=g-e,Vg € G.

(3) Todo elemento em G admite um inverso, i.e., Va € G,3b € G tal que a-b =e = b-a

Além disso, dizemos que (G,-) € um grupo comutativo (ou abeliano) se, além das
condigoes anteriores, € satisfeita

(4) A operagao é comutativa, ou seja, a-b="0b- a, para todos a,b € G.

Observacao 1. Quando nao houver ambiguidade, escreveremos G para denotar o grupo

(G,-) e ab para denotar o composto a - b de dois elementos a,b € G.

Antes de darmos exemplos de grupos, vamos mostrar algumas propriedades que de-

correm imediatamente da definicao de grupo, e que nos serao tteis posteriormente.

Proposicao 1. (1) O elemento neutro de um grupo € unico.

(2) O inverso de um elemento do grupo € tnico.

Demonstracao. (1) Sejam (G,-) um grupo e e, e’ elementos neutro em G. Como €' é
elemento neutro, temos que ¢ = ee’. Mas do fato de e também ser elemento neutro, temos

que ee’ = ¢€'. Portanto, e = ¢’. Isso mostra que e é o Unico elemento neutro de G.
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(2) Sejam G um grupo, g € G e b, b’ € G inversos do elemento g. Entao, gb = e = g/,
donde segue-se ao se aplicar b & esquerda em ambos os membros da igualdade gb = g/,
que b=10.

O

Observacao 2. Em wirtude da unicidade do inverso de um elemento a em um grupo,
denotaremos esse elemento por a~! quando o grupo for multiplicativo, e por —a, quando

o grupo for aditivo.

Proposigao 2. (1) Se G é um grupo e a,b € G, entdo a equacao x-a = b (respectivamente,
a-x =b) tem uma tunica solugdo.

(2) Se a,b € G, entao (ab)™' =b"ta™!

1

Demonstragao. (1) Evidentemente, ba™' é uma solucao da equagdo x - a = b. Suponha

que ¢ € G é uma solucao da equacgao. Entao,

1

ca=b=caa ' =ba ' =ce=ba"' = c=ba"!

Portanto, ba~! é a tnica solucao da equacdo dada. De modo anslogo mostra-se que a~'b
¢ a unica solucao da equacao a - x = b.
(2) Sejam a,b € G. Entao, (ab)(b~'a™t) = a(bb™')a™ = aea™ = aa™! = e. De modo

1

andlogo, podemos concluir que (b~'a=')(ab) = e. Logo, b~'a™! é o inverso do elemento

ab, isto é, (ab)™! =b~ta"L. O

Neste trabalho, iremos assumir que (Z,+),(Q,+), (R, +), (C,+),(Q — {0},-), (R —
{0},-) e (C — {0}, ) sdo grupos abelianos. As provas desses fatos podem ser encontradas

em (FERREIRA, 2022).

Exemplo 4. Sejan € N—{0}. O conjunto Z,, :={0,1,2,--- ,n— 1} com a operagao

D : Ly X Loy — Doy
(a,b) — a®b=r,(a+Db)

€ um grupo abeliano.
De fato, dados a,b,c € Z,,temos

(a@b)?c:rn(a—i-b)?c:Tn(rn(a+b)—|—c)

n
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Note que, sendo k € Z, temos que r,(k) = k. Dai, seque-se que

(a ? b) ? rn(ra(a+0) +ru(c))

(
ro((a+b) +¢))
ra(a+ (b+c)))
(
(

ro(ra(a) +r,(b+ ¢))
Tn a~|—b@c)

a® (bdc)

n

Portanto, a operacao @ sobre Z,, € associativa. Além disso, temos
n

adb=ry(a+b)=r,(b+a)=bDa

n

Isso prova a comutatividade da operagcao @& sobre Z,,.

E evidente que 0 € Z, ¢é o elemento neutro, relativamente a operacao @, pois a @
0 = rp(a+0) = r(a) = a, donde concluimos pela comutatividade da opgmgdo, qune
ad0=a=0da.

nPor fim, pZLLm mostrar que todo elemento de a € Z, € simetrizavel (admite inverso
aditivo), analisaremos dois casos:

12 Caso: a = 0. Neste caso, a®a=0®0=r,(0+0)=r,0)=0. Logo, 0 € Z, €
simetrizdvel e seu simétrico € ele p?o’pm’o, igto ¢, —0=0.

22 Caso: a € Z, — {0}. Neste caso, afirmamos que —a = n — a. Inicialmente,
precisamos mostrar que n—a € Z,, pois por defini¢ao, dado um elemento qualquer em um
grupo, seu inverso também deve ser um elemento no grupo. Note que, sendo a € Z, —{0},
entao

1<a<n=n<—-—a<-1=0<n—a<s<n—-1<n

Portanto, n — a € Z,. Além disso, (n —a) ® a = rp(n —a+a) = r,(n) = 0. Pela
n
comutatividade da operagao, obtemos a @ (n —a) =0, o que conclui o seqgundo caso.
n
Como provamos que a operacao & sobre Z,, € associativa, comutativa, admite elemento
n

neutro e todo elemento € simetrizdvel, podemos concluir que (Z,,®) € um grupo abeliano.
n

Exemplo 5. Dado n € N—{0}. O conjunto Z; :={m :m € Z, \ mdc(m,n) =1} com
a operagao ® € um grupo abeliano.

A associZtividade e comutatividade podem ser provadas de modo andlogo ao exemplo
anterior, com exce¢ao de que utilizaremos a identidade r,(a - b) = ry(r,(a) - r,(b)), ao
mvés da identidade para o resto da soma de dois inteiros. Além disso, facilmente prova-
se que 1 € o elemento neutro de Z, relativamente a operacao @. Mostraremos, que todo

n

elemento em Z; € simetrizdvel relativamente a operagao ©.
n
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Seja m € Z:. Entio, mdc(m,n) = 1 e assim, pelo Teorema de Bezout, existem
x,y € Z tais que mx + ny © 1, ou seja, mx () n(—y) + 1 e, portanto, r,(mx) = 1, isto
¢, m®x = 1. Contudo, nao podemos afirmar que x € o simétrico procurado, pois nao
podemnos garantir que x € Z;, .

Pelo algoritmo da divisao, existem q,r € Z tais que v = qgn +r, com 0 < r < n.
Logo, r € Z,,. Dai, substituindo x em (x) e utilizando a reciproca do Teorema de Bezout,

obtemos mdc(r,a) = 1. Logo r € Z. Por outro lado,substituindo x em (*x), obtemos:

m(gn+r)=n(—y)+1=mr=n(-y—mq)+1=r,(mr)=1

Logo, r € Z; e m ©r = 1. Como a operagao é comutativa, obtemos r © m =1 e,
n n

'=r, o que conclui a demonstracio de que (Z,,®) é um grupo abeliano.
n

portanto, m~

Definicao 4. Seja E um conjunto nao-vazio. Uma permutacao de E € uma bije¢ao

fEF— F.

Exemplo 6. O conjunto S(FE) das permutagoes de E munido da composi¢ao de fungoes
o € um grupo.
Sejam f,g,h € S(E) ex € E, entdo

Logo, (fog)oh = fo(goh). Assim, conclui-se que a opera¢ao o € associativa em
S(E).
Seja Idg : E — E a fungao identidade, definida por Idg(x) = x, para todo x € E.

Sendo uma bije¢ao, € claro que Idg € S(E). Além disso, temos que

(Idg o f)(x) = ldp(f(2)) = f(z) = f(Ide(z)) = (f o Idg)(x),

ou seja, Idg o f = f = foldg. Isso prova que Idg é o elemento neutro de S(E)
relativamente a composicao de fungoes.

Por fim, seja f € S(E). Como f: E — E € uma bijecao, existe f~1 : E — E que
também € uma bijecao, e portanto, f~1 € S(E). Evidentemente, fo f~' = Idg = f~'of,
donde podemos concluir que todo elemento f € S(E) € inversivel. Logo, (S(E),0) € um

grupo.

Observacao 3. Se E € finito e possui n € N elementos, entao S(E) é finito e possui n!

elementos.
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Proposicao 3. Se E possui mais do que dois elementos, S(E) nao € abeliano.

Demonstracao. Seja E um conjunto com mais de dois elementos. Entao existem a,b,c € E

distintos dois a dois. Considere agora f,g € S(F),tais que

( (
b, sex=a a, sexr=a
c, sexr=»b c, sex=>
a, sexr=c b, sex=c
& sex € E—{a,b,c} x, sex € FE—{a,b,c}
\

Note que (f o g)(a) = f(g(a)) = f(a) = be (go f)(a) = g(f(a)) = g(b) = c. Logo,
fog# go f e, portanto, (S(E),0) nao é abeliano, sempre que E possui mais de dois

elementos. O

Observacao 4. Quando E = {1,2,...,n}, denotaremos S(E) por S, e o grupo (S,,0) €

chamado de grupo simétrico de grau n. Cada elemento f € S, € denotado por

Deste modo, sendo E = {1,2,3}, os elementos do grupo Ss sao

1 2 3
af2:<213)7
1 2 3
) f5:<321>

Exemplo 7. Seja F uma figura geométrica. Entdo, (Sg,0) é um grupo, chamado de

N W N

e

Il
VN

N =
w N
— W
\_/

=

|

W = = =
N W DN W

grupo das simetrias de F.

Sejam f,g,h € Sr. Jd mostramos que o estd bem definida em Sr. Deste modo,
(fog)oh,fo(goh) € Sr. Além disso, como a composicio de fungdes € associativa,
ocorre (f og)oh = fo(goh). Portanto, a opera¢io de composi¢ao € associativa no
conjunto de simetrias da figura F.

A fungao Idr : F —> F € o elemento neutro de Sx relativamente a opera¢dao o, pois,
para todo f € Sr, tem-se Idro f = foldr = f.

Por fim, se f € Sz. Entdo, f : F — F é uma bijecdo e portanto, f~1: F — F estd
bem definida e €, também, uma bijecao. Além disso, se P,Q € F, entio f~1(P), f1(Q) €

F. Dai, sendo f uma simetria de F, entdao
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d(f~(P), f71(Q))

(FIFPY). FFHQ))
((fo f™P), (fof Q)
(Idz(P),Id#(Q))

(P.Q)

d
d
d
d
Donde concluimos que f~' € Sz, e assim, (Sx,0) é um grupo.

Exemplo 8. Seja {G,,}

{1,---,n}, suponha que - seja uma opera¢io sobre G,,. Nestas condigies, defina a
m

me{l, e n} UG familia de conjuntos nao vazios. Para cada m €

operagao - sobre (G X --- x G,,), pondo

(ala"' 7an)'(bla"' 7bn) = (aliblv"' y An bn)

Temos: se para todom € {1,--- ,n}, o par (G, -) for um grupo, entio (G X --- X Gy, -)
€ um grupo. "

Com efeito, sendo {Gm}m€{1,~~~,n} uma famdlia de grupos, entao para cadam € {1,--- n},
seja ey, o elemento neutro em G,. Afirmamos que (€1, ,e,) € G1 X Gy X -+ x Gy,

¢ o elemento neutro, relativamente a operacdao definida anteriormente. De fato, se o €

G1 X Gg X -+ X Gy, para cadam € {1,--- ,n}, existe a,, € Gy, tal que « = (ay, - ,a,).
Dai, temos
(61?"' 7671) CQ= (eliala"' 76717'1@”) = (ala"' 7an)a
a - (617"' 7€n) = (aliely"' 7an7'len) = (ala"' 7“71)7
"(61,"' 7€n)'Oé:O[:Oé‘(€1,"' ’en)

Além disso, como {Gm}me{l, n} ¢ uma familia de grupos, entdo para cada m €
{1,---,n}, existe um tinico a;;'! € G,,. Logo, (ay',--- ,a;%) € (Gy x -+ x G,,). Seque-se
entao que

(alj... 7an) . (a1_17... 7@51) — (alial_17”' ’anr.ba;l)
:(617"' ;en)
. -1 -1 _

De modo andlogo, mostra-se que (ay -+ ,a," ) (a1, ,a,) = (€1, -+ ,e,). Portanto,

al= (0’117"' 7a7_Ll)'

Agora, tomando B,y € (G X -+ X Gy,), devem ezistir by, ¢y € Gy, Ym € {1,--+ n},
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tais que B = (by,--- ,by) ey =(c1, -+ ,¢y). Dai

a’libh"' ;a'n'bn)'(ch"' 7Cn)

Portanto, (G1 X Gg X +-+ X Gy, ) € um grupo.

Observagao 5. O grupo do exemplo anterior é chamado de Produto Direto dos grupos
GlaGZa"' 7Gn'

2.2 Subgrupos

Nem todo subconjunto de um grupo ¢, necessariamente, um grupo. No entanto, ha
subconjuntos que, quando considerados com a mesma operacao do grupo ao qual estao
contidos, satisfazem as propriedades necessédrias para manter a estrutura de grupo, estes
sao os subgrupos. A nocao de subgrupo é particularmente importante, pois facilita a
verificacao de que um determinado conjunto munido de uma operacao é, de fato, um
grupo, reduzindo a quantidade de propriedades que precisam ser verificadas, além de
possibilitar a obtencao de novos exemplos de grupos a partir de estruturas ja conhecidas.

Nesta secao, apresentamos critérios que permitem identificar quando certos subcon-
juntos de um grupo sao, ainda, grupos; bem como exemplos e propriedades fundamentais
dos subgrupos. Além disso, abordamos o processo de construgao de novos grupos a partir
de subconjuntos quaisquer de um grupo, por meio da nocao de grupo gerado por um sub-
conjunto. Esse conceito é central neste trabalho, uma vez que nosso Teorema principal,

envolve a existéncia de um grupo desse tipo.

Definigao 5. Sejam (G, -) um grupo e ) # H C G. Dizemos que H € um um subgrupo de
G (e denotamos por H < G ), quando, com a operacao de G, o conjunto H € um grupo,
isto €, quando as condigcoes sequintes sao satisfeitas:

(i) hi,ho € H = hy - hy € H.

(11) (hy - he) - hs = hy - (hg - h3), para todo hy,hy, hs € H.

(i1i) Jey € H tal que ey -h =h=ey-h,Yh € H (eg € o elemento neutro de H ).

(iv) Vh € H, existe k € H tal que h-k =ey =k-h (k € o simétrico de h em H ).

Proposicao 4. (1) Sejam G um grupo e H < G. O elemento neutro de H € o mesmo de
G.



20

(2) Dado h € H, o inverso de h em H € igual ao inverso de h em G.

Demonstracao. (1) Sejam ey € H,eq € G respectivamente os elementos neutro de H e
de G. Dai, tomando h € H, temos ey -h=heeg-h=nh

eg-h=eqg-h
-1 _ -1
eg-h-h " =eq-h-h
€y €q — €qg - Eg

€g = €qg.

(2) Sejam hy € H e hg € G, respectivamente os inversos do elemento h € H em H e em
G. Entao,

hH = hHGH = hHGG = hH(hhg) = (hHh)hG = eHhG = GghG = hG

]

Proposigao 5. Sejam (G, -) um grupo e ) # H C G. H é um subgrupo de G se, e somente
se, valem:

(1) e € H; onde e é o elemento neutro de G.

(2) Se a,b € H, entdo ab € H.

(3) Se a € H, entio a™' € H.

Demonstracao. (=) Se H < G, pela proposi¢ao anterior, valem (1) e (3). Além disso,
pela condicao (i) da definigao de subgrupo, vale (2).

(<) Agora suponha que valem (1), (2) e (3). Evidentemente, (i), (iii) e (iv) sao validas.
Agora, se a,b,c € H C (G, entao a,b,c € G. Segue-se pelo fato de G ser um grupo que
(ab)e = a(bc). Logo, H < G. O

Proposigao 6. Sejam (G,-) um grupo com elemento neutro e e ) # H C G. Entao,
H < G se, e somente se, valem:

(1)ee H.

(2) Se a,b € H, entdo ab™ € H.

Demonstra¢ao. (=) Suponha que H < G. Pela proposigao anterior, (1) é valido. Agora
considere a,b € H. A condigao (3) da proposicao anterior nos assegura que b~ € H,
enquanto que a condicdo (2) nos garante que ab™! € H.

(<) Seja ) # H C G, tal que as condigoes (1) e (2) sejam satisfeitas. Dado ¢ € H,como
e € H, temos que ¢! = ec™! € H. Deste modo, se a,b € H, entdo a,b~! € H; donde
conclui-se que ab = a(b~!)"! € H. O
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Exemplo 9. Seja (G, -) um grupo, com elemento neutro e. Entao, {e} e G sdo subgrupos
de G; tais subgrupos sao denominados triviais de G.

De fato, se a,b € {e} C G,entio a =b=ec. Dai, ab™' =ec™' =ce=¢ € {e}.

Agora, sendo G € um grupo com elemento neutro e; dados a,b € G, sabemos que
ab™t € G.

Exemplo 10. Sejam n € Z e nZ = {nz:z € Z}. Temos que (nZ,+) € subgrupo de
(Z,+).
Por defini¢io, nZ C Z e, como 0 =n -0, conclui-se que 0 € nZ. Logo, nZ #+ (.
Agora se x,y € nZ, entdo existem z1,z9 € Z, tais que x = Nz, ey = nzy. Seque-se

que T —y = n(zy — z3) € nZ. Donde concluimos que nZ < Z.

Proposicao 7. Sejam (G,-) um grupo e H um subconjunto de G, ndo-vazio, finito e

fechado relativamente a operacao de G . Entao, H < G.

Demonstragao. Sendo H # (), existe h € H. Como H é finito, existem n € N — {0} e
hi,--- , h, € H distintos, tais que H = {hy, -+, h,}.

Como H ¢ fechado relativamente a operagao definida em G, temos que hhq,--- , hh, €
H e, portanto, {hhy,---,hh,} € H. Além disso, se para alguns i,j € {1,2,--- ,n}
tivermos hh; = hh;, entao h; = h;. Como hy,---,h, sao distintos, concluimos que
i = j. Logo, {hhy, -, hh,} é um subconjunto de H com n elementos e, portanto,
H = {hhy,--- , hh,}.

Como h € H, existe k € {1,2,--- ,n}, tal que h = hhy; donde conclui-se que e = hy, €
H.

Seja agora a € H. Entao, de modo analogo ao exposto anteriormente, podemos
concluir que H = {ahy,--- ,ah,}. Como e € H, entdo existe [ € {1,2,--- ,n} tal que
e = ah;. Pela proposigao 2, item (2), a=' = € H.

Portanto, H < G. m

Exemplo 11. Sejam n € N — {0}, e o nimero de Euller (base do logaritmo neperiano)
e 0 € R. Definimos € = cos(0) + isin(f). Entao,

(1) Uy ={e* ke {0,120 ,n—1}},

(2) nLeJNU""

(3)S'={z:2€CA|z| =1}

Sao subgrupos de (C — {0},-), os quais formam, para cada n € N — {0}, a cadeia
Un < U U, <8< C—{0}.

(1) Note que, sendo U, finito e nao-vazio, basta mostrarmos que U, € fechado, isto €,
x,y e U, = xy € U,.

Sejam x,y € U,. Entao, existem ki, ko € {0,1,2,--- ,n— 1}, tais que x = X ¢
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2komi

y=-e n . Logo,

2k mi 2komi
€T - y = e n e n

2(k1+ko)mi
— n

Pelo algoritmo da divisao, existem q,k € Z, com 0 < k < n, tal que k1 + ks = qn + k.
Assim,

2(gn+k)mi
x . y = e n

2kmi
n

— 627rqz' .

Note que e*™ = cos(2mq) + isin(2rq) = 1+ 0i = 1. Seque-se que x -y = e%,com
ke{0,1,2,--- ,n—1} e, portanto x -y € U,. Logo, U, < (C —{0}).

(2) Seja U = nLeJNUn. Por defini¢ao, U C (C —{0}) e, sendo 1 € {1} = U; C U, entao
U # (.

Dado z € U, eziste m € N — {0} ,tal que z € U,,. Como U, < (C—{0}), entao
z1eU, CU. Logo, 2z~ € U.

Agora, sendo z,w € U, entdo existem m,p € N — {0}, tais que z € U, e w € U,.
Novamente, existem k; € {0,1,2,--- ,m —1} e ky € {0,1,2,--- ,p— 1}, tais que z =

27k 27kgi ,
e m ee » . Dai,

27k 2mkyi
Z-W=e€e m e b

2npkyi42mmkoi
— A mp

27 (pk1+mko)i
—e mp

Pelo algoritmo da divisao euclidiana, existem q,r € Z,com 0 < r < mp; tais que
pk1 + mky = q(mk) + r. Logo,
2w (gmp+r)i
Zow=e mp

2mwgmpi 2mri
= ¢ mp . e mp

2mre

2mqi

=e . e mp
2mri
= 1 - € mp
27ri
= ¢ mp

Logo, z-w € Uy, C U, ou seja, z-w € U; o que conclui a prova de que U é um
subgrupo do grupo multiplicativo dos complezos.

(3) Por defini¢io, S* C C — {0}, uma vez que 0 ¢ S, pois |0+ 0i] = [0 = 0 # 1.
Além disso, |1+ 0i| = |1| =1 e assim, 1 € S*. Logo, S* # 0.
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Sejam z,w € S, entdo |z| =1 e |[w| = 1. Dai, zw € C e |zw| = |z|Jw| = 1, logo

2w € St. Além disso, Temos que

l=z-2z'=1=lz-27Y =z - [z =1 ]z = |27}

Portanto S* < C — {0}.
Por fim, sabendo que, dadon € N—{0} e se z € U, entdo eziste k € {0,1,2,--- ,n— 1},

tal que z = e n = cos(ZE) + sin(ZE). Segue-se que

n n

|z| = \/COS2 <%) + sin® (%) =1
n n

Logo, z € St e, portanto, U, C S'. De modo andlogo, mostra-se que UU, C St.
neN

Portanto, temos a sequinte cadeia de subgrupos

U, <UU, <S'<C-{0}.

neN

Exemplo 12. Seja (G, ) um grupo. O subconjunto Z(G) :={g: g € G N gr = xg,Vx € G}
€ um subgrupo de G, o qual chamamos de centro de G.

Seja e o elemento neutro de G. Entao, eq = g = ge,¥g € G. Logo e € Z(G). Se
h,k € Z(G), entio hx = xh e kx = xk, para todo x em G. Dai, dado x € G, temos

(hk)z = hak = z(hk)
Logo, hk € Z(G). Também, dado x € G, temos
hlz = h~l(z"Y)1 = (z~1h)™! *) (ha™1L = (1) Lh~t = ph !

Onde a igualdade em (x), decorre de h ser um elemento do centro de G. Deste modo,
h' € Z(G) e, portanto, Z(G) < G.

Proposicao 8. Sejam (G, -) um grupo e {Hx} o, uma familia de subgrupos de G. Entao,
N H,<G.
AEL

Demonstracao. Seja e o elemento neutro de G. Entao, e € Hy,VA € L, e assim, ¢ € )\QLHA.
Logo, () # AQLH/\ C@q.

Agora, sejam z,y € )\QLH,\. Entao, z,y € H),VA € L. Como H), < (G, para todo
A€ L, entao zy~t € Hy,V\ € L. Logo, zy~ ' € AQLH,\ e, portanto, )\QLH,\ <G@. O]

Definigao 6. Sejam (G,-) um grupo, S C G e {Hy},., a familia dos subgrupos de G
que contéem S. O subgrupo /\ﬂLH,\ ¢ chamado de o subgrupo de G gerado por S, o qual €
S

denotado por (S). Isto €, (S) = AﬂLH)\
S
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Observacao 6. Quando o conjunto S € finito, digamos, S = {ay, as, - ,a,}, denotamos
o subgrupo (S), por (a1, as, - ,a,) € dizemos que (ay,as, -+ ,a,) € o subgrupo gerado por
A1,Q2,+ ,Unp-

Proposicao 9. Seja S C G. Entao, o subgrupo gerado por S é o menor subgrupo de G
que contém S. Noutras palavras,

(1) S < {S5)

(2) Se H< G e S CH, entio (S) C H.

Demonstragao. (1) Por definicao, (S) = )\ﬂLHA; onde S C Hy,VA € L. Logo, S C (S).
S
(2) Suponha que H < G e S € H. Como H contém S, temos que H €{H,},.,. Logo,
existe p € L, tal que H = H,. Segue-se que )\ﬂLH,\ CH, ie, (S)CH. ]
S

Definicao 7. Sejam (G, -) (respectivamente (G,+)) um grupo com elemento neutro e e
a € G. Definimos, para n € N:
a’ =e 0

a=e

a resp. n+1)-a=na+a

(
a" = (a7)" (=n)-a=mn-(-a)

n

a™ € chamado de poténcia de a de expoente n e n -a € chamado de mailtiplo de a,

sequndo o inteiro n.

Observagao 7. As poténcias e os maltiplos definidos possuem propriedades andlogas
as poténcias e os multiplos de nimeros reais. Por exemplo, se (G,-) (respectivamente,
(G,4)) é um grupo, a € G em,n € Z,entao a™-a™ = a™™™ (resp. n-a+m-a = (n+m)-a),

etc.

Teorema 1. Sejam (G,-) um grupo, ) # S C G. Entao, temos:
(1) () = {e}; onde e é o elemento neutro de G.
(2) (S)={a}* -ab*- - -al :neN—-{0} Nays € SAkis € Z}.

n

Demonstracao. (1) {e} é o menor (isto é, estd incluido) membro da familia de subgrupos
de G que contém (). Logo, {e}¢ a intersecao desta familia, ou seja, (@) = {e}.
(2) Seja H = {alfl cak? b neN—{0}Aa; € SAk €T NI €{1,2,--- ,n}}.

Seja a € S, entdao a = a', logo a € H e, portanto, S C H. Agora vamos mostrar que H <

G e assim, por meio da proposicao 9, concluiremos que (S) C H. Com efeito, se a,b € H,

entao existem n,m € N — {0}, a1, -+ ,an,b1, -+ by € S € ky, - kp,r1,-+ ;7 €7,
tais que
a=a"ak . .afn e b=0T0R2. b

Note que, como —ky, -+ ,—k, €Z e ay,--- ,a, €S, entdo a~* :a;kn---afkl € H.
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Além disso, H é fechado, pois, fazendo k11 := 11, -+, kpem = 1 € também a, 4 1=
by, -, Gpim = by, temos que
b= ot1 a2 . -ak"lflb’"2 ceebrm
kl k‘2 k kn+1 n+'m
=ayay’ - --ay"a o ay Yy € H

Logo, H é um subgrupo de G e, portanto, (S) C H.
Agora, seja x € H. Entao, existem n € N — {0}, ky,--- k, € Z e ay, -+ ,a, € 5,
tais que 2 = a¥'ak? ... akr. Note que a; € S C (S). Logo, a; € (S). Agora, supondo

que af € (S), para algum k € N — {0}, como (S) é fechado relativamente a operacio

de G, entdo, a¥*! = afa; € (S). Logo, a* € (S),Vk € N — {0}. Do fato de (S) ser um
grupo concluimos que a) = e € (S) e a;* € (S). Logo, a¥ € S,Vk € Z. Em particular,
). De modo andlogo, mostra-se que a¥ € (S),Vi € {1,2,--- ,n}. Novamente,

e (5
como (S) é fechado, tem-se que x = a¥'al?---ak» € (S). Logo, H C (S) e, portanto,

n

H=(S). O

Observagao 8. Caso G seja um grupo aditivo, tem-se
(S) ={kiay + ksag + -+ -+ kpap, :n e N—={0} Na; € SAk; € ZNie{1,2,--- ,n}}.

Definigao 8. Seja G um grupo. Dizemos que G € ciclico, se existe g € G tal que G = (g).

Observacao 9. No caso de grupos multiplicativos, tem-se (g) = {gk ke Z}, enquanto

que para grupos aditivos, tem-se (g) = {kg : k € Z}.

Exemplo 13. Z, Z,, e U, sao grupos ciclicos.
De fato, Seja 1 € Z. Entao

(Y={l-2z:2€Z}={2:2€Z} =1

Agora, tomando 1 € Z,, temos (1) = {1-z:z € Z}. Precisamos mostrar que 1 -z =

rn(2),Yz € Z, para assim, concluirmos que
() ={l-z:2€Z}={r,(2):2€Z} ={0,1,2,--- ,'n—-1} =7,

Inicialmente, mostraremos que, se a € Z,, entio k -a = r,(k - a),Vk € N. Note que,
por defini¢cao de multiplo, temos que 0-a =0 = r,(0-a). Além disso, se supormos que

k-a=r,(k-a), para algum k € N, entao

(k:+1)-a:k:-a@a:rn(k-a)%éa:rn(rn(k-a)jLa):rn(k,‘-a+a):rn((k+1)-a)

n
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Pelo principio de indugao, concluimos que k - a = r,(k - a), vk € N.
Deste modo, dado 1 € Z,, entio 0-1 =0 = r,(0). Supondo que k-1 = r,(k), para
algum k € N, entao

k+1)-1=k-1®1=r,(k)®1=r,(ro(k) + 1) =rp(rn(k) + r(1)) = rp(k+ 1)
Novamente, pelo principio de indugao, concluimos que 1-z = r,(2),¥z € N. Dai, tomando
z € N— {0}, entao

(—k)1 =k (=1) 2 k- (n=1) Z 1 (k- (n=1)) = 1o (kn—k) = r(ro(kn)+r(—k)) = ra(—Fk)
onde a igualdade (1) vem do fato de n — 1 ser o inverso de 1 em Z,, enquanto que a
igualdade (2), decorre do que mostramos inicialmente nesse exemplo. Logo, obtemos que
k-1=mr,(k),Yk € Z e, portanto, (1) = Z,.

2mi ~
Por fim, sendo e € U,, entdo

Proposicao 10. Se G € ciclico, entao G ¢é abeliano.

Demonstracao. Seja G um grupo ciclico gerado por g € G. Se z,y € G, entao existem
ki, ky € Z, tais que z = ¢ e y = ¢*2. Dali,

kit+ks _ gk2+k1 — gk2

zy=g"g? =g ¢ =yx

Portanto, G é abeliano. O
Proposicao 11. Se G ¢ ciclico e H < G, entao H ¢ ciclico.

Demonstra¢ao. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e a € G, tal que G = (a).

12 Caso: H = {e}. Neste caso, (€¢) = {e?:qe€ Z} = {e} = H. Logo, H ¢ ciclico.

2? Caso: H # {e}. Entdo, existe h € H tal que h # e. Como H C G = (a), existe
k € Z de modo que h = a*. Dai, sendo H < G, temos que h™' = a=* € H. Logo, k > 0
ou —k > 0.

Seja A ={m:m € N—{0} Aa™ € H}. Por definigdo, A C N. Além disso, A # 0,
uma vez que k € AV —k € A. Segue-se pelo Principio da Boa Ordenacao que A possui

um menor elemento, seja m = minA. Vamos mostrar que H = (a™).
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Com efeito, como a™ € H, concluimos que (a™) C H.

Agora, se x € H, entao x = a' para algum ¢ € Z. Pelo algoritmo da divisao, existem
q,r € Z tais que t = mqg+r, com 0 < r < m. Dal, x = ™" = a™a", isto é,
a" = (a™)" 9z, donde concluimos que a” € H, pois (a™)"? € (a™) C H e x € H. Segue-se
pelo fato de m ser minimo, que r = 0. Deste modo, x = (a™)? € (a™) e, portanto

H = (a™). O

Defini¢ao 9. Sejam (G,-) um grupo e g € G.
(1) A ordem de G é o nimero de elementos de G, o qual denotamos por |G|.
(2) A ordem de g € a ordem do subgrupo (g). Denotamos a ordem de g por o(g).

Quando G ¢é infinito , dizemos que a ordem € infinita e escrevemos |G| = cc.
Exemplo 14. Temos que |Z| = oo, |Z,| = n, € |S,| = nl.

Teorema 2. Seja G = (g) um grupo ciclico, entdo sao equivalentes

(1) o(g) < oo (i.e., o(g) € finita).
(2) Ezxiste t € N — {0} tal que g" = e.

Demonstragdo. (1) (=) (2) Seja G = (g); com 0(g) < co. Notequee = ¢°, g*, g%, - -+ , g", - - -
G. Sendo um grupo finito, as poténcias anteriores nao podem ser todas distintas. Logo,
existem r,s € N com r # s, tais que ¢" = ¢°. Sem perda de generalidade, suponha que
r < s. Entao, de ¢" = ¢*, temos ¢ = e. Pondo t = s — r, temos ¢' = e; com t > 1.

(2) (<) (1) Suponhamos que existe t € N — {0} tal que ¢g"* = e. Dado z € (g), existe
k € Z tal que x = g*. Pelo algoritmo da divisao, existem ¢,r € Z tais que k = qt + r,
com 0 < r < t. Dali,

r=gh = (gt)qgr e =g

Mas 0 <7 < t, logo g" € {e,g,-- ,9""'}. Segue-se que G C {e,g,---,g""'} e, portanto,
G = (g) é finito. Logo, o(g) < oo. ]

Observacao 10. Note que a contrapositiva do Teorema anterior nos diz que, quando

G = (a) tem ordem infinita, g* = 0 se, e somente se, t = 0.

Teorema 3. Sejam (G,-) um grupo, g € G. Se G = (g) e o(g) = n,entdo

(Z) G = {6797927'” ’gn—l} € gn = €.
(i) Se m € Z, entdao g™ = e se, e somente se n|m.

Demonstracao. (i) Suponhamos que g € G ¢ tal que o(g) = n € N — {0}. Entao,
pelo teorema anterior, existe t € N — {0} ,tal que ¢* = e. Considere o conjunto S =
{m :m e N—{0} A g™ = e} CN. Evidentemente, S # (), uma vez que t € S. Logo, pelo
principio da boa ordenacao, existe k € S tal que £ = min.S. Como consequéncia, temos
que g =e e, se m € N— {0} e m <k, entdo g™ # e.

Segue-se que, se g' = ¢7, para certos 1,7 € {0,1,2,--- .k — 1}, entdo g7 = e. Donde

concluimos que |7 — j| = 0,isto é, i = j. Portanto, e = ¢°, g,¢% -+ ,¢g" ! sao distintos, ou
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seja, {e =¢%g,9% -+ ,¢" '} é finito com k elementos. Como {e = ¢°,g,¢%, -+ ,g* '} C
G, entao k < n.
Agora se x € G, entao x = ¢, para algum m € Z. Pelo algoritmo da divisao

euclidiana, existem p,l € Z tais que m = pk + 1, com 0 <[ < k. Dal,

Como 0 < I < k, temos que ¢' € {e,g,¢% -+ ,¢" '}, ouseja, G C {e,g,9% -+ ,¢"'}.
Logo, n < k e, portanto, n = k. Segue-se que g" = ¢F,, isto é, g" = e. Também
G={e=9¢%g, 9% . "'} ={e=49"g.¢% -, 9"} 0 que conclui a demonstracao.

(77) (=) Suponha que m € Z e g™ = e. Pelo algoritmo da divisdo, existem ¢,r € 7Z
tais que m = ng+r, com 0 < r < n. Dai, temos que ¢" € {e =¢", 9,9 -+, 9" '} e além
disso,

e=g"=(9")"g" =€ =¢"

Como 0 < r < m, devemos ter r = 0 e portanto, m = ngq, isto é, m/|n.
(<) Suponha que m € Z e n|m. Entao, existe ¢ € Z tal que m = nq. Segue-se que
g"=(g")" =e. O

Observacao 11. Da prova do teorema 3, seque-se que, se g € um elemento de ordem
finita de um grupo G, entdo o(g) = min {k: k € N— {0} A g* =¢}.

Definigao 10. Se G € um grupo. O subgrupo ({zyx~'y™':z,y € G}) é chamado de o

subgrupo dos comutadores do grupo G, ele serd denotado por G'.
Proposigao 12. G ¢ abeliano se, e somente se, G' = {e}.

Demonstragdo. (=) Suponha que G é abeliano. Entao G' = ({zyx~ly™' 12,y € G}) =

ez tyy ™ ra,y € GY) = ({e: o,y € G}) = {e}.
(<) Reciprocamente, suponha que G’ = {e}. Dai, se z,y € G, entao zyx 'y ! =e¢, e

dai, xy = yx. Logo, G é abeliano.

Proposicao 13. Seja G um grupo e seja a« € G — {e}. Entao
(1) o(a) =2 <= a=a"l.
(2) o(a) = mn = o(a™) = n.

(3) o(a™!) = o(a),
(4) Se o(5) = 2,¥5 € G — {e}, entdo G € abeliano.

2 1

Demonstragdo. (1) (=) Suponha que o(a) = 2. Entdo, a? = e = a?a™! =ea™ = a =
-1
at.

(<) Se a € G — {e}, entao o(a) # 1. Suponha que @ = !, Entao, o? = aa™!ie.,

a? = e. Logo, o(a) = 2.
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(2) Suponha agora que o(a) = mn. Note que (™))" = o™ = e. Portanto, basta
mostrar que mn é o menor natural nao nulo com essa propriedade. Note que, se t €
N — {0} et <n, entdo mt < mn = o(«). Logo, (™)' = a™ # e. Portanto, o(a™) = n.

(3) Seja a € G — {e} um elemento de ordem n € N — {0}, entdo o™ = e. Dali,
(a7 = (a®)™! = e7! = e. Deste modo, se k € N — {0}, é tal que k < n (a™H)* = e,

entao teriamos «

Tl

= ((ofl)k)_1 = ¢! = ¢, uma contradigao, uma vez que o(a) = n.
Portanto, o(a™) = n, i.e., o(a™!) = o(a).
(4) Suponha que G é um grupo tal que o(f) = 2,V3 € G —{e}. Se z,y € G — {e},

entao x* = y? = e. Como zy € G, também (zy)* = e. Dal,
zy = (zy)e = (zy) (yryz) = (vyyz)(yz) = (vex)(yzr) = (zz)(yz) = e(yz) = yx

XY = yYx

Logo, G é abeliano. O

2.3 Classes Laterais e o Teorema de Lagrange

O estudo das classes laterais e do Teorema de Lagrange é fundamental para a compre-
ensao da estrutura de grupos finitos, pois permite estabelecer uma relagao entre a ordem
de um grupo e a ordem de seus subgrupos. As classes laterais podem ser interpretadas
como classes de equivaléncia, o que conduz naturalmente a uma particao do grupo, forne-
cendo o suporte necessario para a enunciacao e demonstracao do Teorema de Lagrange.
Nesta secao, definimos as classes laterais, apresentamos algumas de suas propriedades

basicas e discutimos algumas consequéncias do Teorema de Lagrange.

Definigao 11. Sejam (G, -) um grupo e H um subgrupo de G. Para cada elemento g € G,
chama-se classe lateral a esquerda (respectivamente a direita) de H determinada por g o
conjunto

g-H={gh:heH} (resp. H-g=1{hg:he€ H})

Observacgao 12. Desde que nao haja confusao, representaremos g- H e H - g respectiva-

mente por gH e Hg.

Definigao 12. Sejam (G,-) um grupo, H um subgrupo de G e a,b € G. Dizemos que a

¢ congruo a esquerda a b mddulo H (e escrevemos a = b (mod H)) sea b€ H.

Observacao 13. De modo andlogo, diz-se que a € congruo a direita a b modulo H, quando
ab~' € H.

Proposicao 14. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Entao = (mod H) € uma

relacao de equivaléncia sobre G.
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Demonstracao. Seja e o elemento neutro de G.

(1) Dado a € G, temos que a 'a = e € H. Logo, por definigao, a =a (mod H).

(2) Dados a,b € G, suponhamos que a = b (mod H). Entdo, a™'b € H. Como
H < G,(a" ')t € H,isto é, b"'a € H. Logo, b =a (mod H).

(3) Suponhamos que a, b, c € G, sao tais que a = b (mod H)eb =c (mod H). Entao,
a™'h,b7tc € H. Segue-se pelo de fato de H ser subgrupo de G que (a~'b)(b~'c) € H, isto
é, a”'ce H. Logo, a =c (mod H).

Portanto, de (1), (2) e (3), concluimos que = (mod H) é uma relacao de equivaléncia
sobre G. O

Exemplo 15. Sejam G um grupo com elemento neutro e e H = {e}. FEntao, dados
a,b e G, temos
(J)aﬁb (mod H) <= a'be H={e} < a=b

Ou seja, a relacao = (mod H) coincide com a relagao de igualdade sobre G.

Exemplo 16. Sejam Z o grupo dos nimeros inteiros, n € N — {0} e H = nZ. Dados
a,b € 7 temos

a=b (modnZ) <= —a+be H=nZ
<— dgenZ,b—a=nq
<~ nlb—a
< a=b (modn)

Neste caso, a relagao (mod nZ) coincide com a relagao de congruéncia modulo n

=
sobre 7.

Defini¢ao 13. Sejam (G, -) um grupo, H < G e a € G. O conjunto
d:{x:mGG/\xﬁa (modH)}

€ chamado de classe de equivaléncia a esquerda determinada por a.
Enquanto que o conjunto

G/H={a:a€G}

¢ chamado de conjunto quociente de G por H sequndo a relagao = (mod H).

Proposicao 15. Sejam (G, ) um grupo, H um subgrupo de G. A classe de equivaléncia
determinada por um elemento a € G coincide com a classe lateral a esquerda determinada

por esse mesmo elemento, isto é, a = aH,Va € G.

Demonstracao. Seja a € G. Observe que

rea = r=a (mod H) <= a'v€ H <+ 3h€Ha'vx=h < z=ah < z€aH
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Portanto, a = aH,Va € G. n

Teorema 4. Sejam G um grupo, H < G e a,b € G. Entao:
(1) aH = bH se, e somente se, a='b € H (analogamente, Ha = Hb sse, ab~' € H).
(2) H,aH e Ha possuem a mesma quantidade de elementos.

(3) G/H €é uma parti¢io de G.

Demonstragao. (1) (=) Suponhamos que aH = bH. Observe que b = b-e, logo, b € bH =
aH. Dai, b € aH e entdo, existe h € H tal que b = ah, o que implica a='b = h € H, isto
é, abe H.

(<) Suponhamos agora que a~'b € H, entao a~'b = hy, para algum h; € H. Assim,
podemos escrever a = bh;'. Agora, se x € aH, entdo x = ahy, para algum hy, € H.

Note que = ahy = (bh;*)hy = b(h;'hy). Como H é subgrupo de G, temos que
hi'hy € H e, portanto, b(hy ' hy) € bH, isto é, x € bH. Logo, aH C bH. Analogamente,
mostra-se que bH C aH. Assim, podemos concluir que aH = bH.

(2) Recordemos que, dois conjuntos possuem a mesma quantidade de elementos quando
é possivel estabelecer uma bijecao entre eles. Deste modo, para provar o desejado, vamos

mostrar que as funcgoes abaixo sao bijetivas.

f:H — aH g:H — Ha
h — f(h) =ah h — f(h)=ha

Sejam hy, hy € H tais que f(hy) = f(hs), isto é, ahy = ahy. Entao,
ahy = ahy = a tahy = a tahy = hy = hy
Logo, f é injetiva. Além disso,
Im(f)={f(h):he H} ={ah:he€ H} =aH

O que mostra a sobrejetividade de f. Portanto, f é uma bijecao. De modo andlogo,
pode-se mostrar que g é bijetiva.

Portanto, H,aH e Ha tem a mesma quantidade de elementos.

(3) Mostraremos que G/H é uma particao de GG. Dado « € G/H, entao existe r € GG
tal que @ = xH. Na prova do item (1), vimos que z € zH = «. Logo, a # ().

Precisamos mostrar que, se o, 3 € G/H sao tais que a # 3, entao a N B = 0, ou seja,
se aNf # 0, entao a = .

Sejam «, § € G/H tais que a N B # 0. Logo, existe c € a N B, isto é, c € a Ac € .
Também existem a,b € G tais que « = aH, = bH. Como ¢ € aH e ¢ € bH, existem
hi, hy € H tais que ¢ = ahy e ¢ = bhy. Dai, e = cc™' = (ahy)(bhy) ™" = ahyhy 0. Logo,
a 'b=hhy' € H,isto é, a~'b € H. Pelo item (1), aH = bH, ou seja, a = 3.
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Além disso, para cada x € G, temos z € vH C G = {z} C 2H C G. Dai,

G=U{z}C UasHCG= UzH=G
zeG zeG zeG
Portanto, G/H é uma particao de G.
m

Definicao 14. Sejam G um grupo, H um subgrupo de GG. Entao, chama-se indice de H

em G ao cardinal do conjunto G—’/H. Denotamos este cardinal por (G : H).

Teorema 5 (Teorema de Lagrange). Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de G,
entdo, a ordem de H divide a ordem de G. Também, o indice de H em G divide a ordem
de G.

Demonstracao. Sendo G finito, entao o conjunto das partes de G, o qual denotamos
por P(G) é finito. Como G/H C P(G), entao G/H ¢ finito. Logo, existem r € N e
ar,asz,---,a, € G distintos, com a;H Na;H = 0, para todos i, € {1,2,--- ,r} e i # j;
tais que G/H ={a1H,a3H,- - ;a.H}. Segue-se que

OaH =G = |UaH| =6
=1 =1
Como a uniao é disjunta, segue-se
T
>_lait| =G| = r[H| =G|
i=0

Como r = (G : H), concluimos que |H|||G| e (G : H)||G|. O
Corolario 1. Sejam G um grupo finito e g € G. Entao, 0(g)’|G|.

Demonstragao. Seja g € G, entado (g) é um subgrupo de G. Pelo teorema de Lagrange,
{9)][ |Gl isto ¢, o(g)||G]. O

Coroldrio 2. Seja p € N um nimero primo e a € 7Z tal que mdc(a,p) = 1. Entdo,
a*' =1 (mod p).

Demonstragdo. Sabemos que Zy = {m:m € Z, Amdc(m,p) =1} = {1,2,--- ,p—1},
logo, |Zy| =p — 1.

Dado a € Z, existem ¢, r € Z tais que a = gp+r, com 0 < r < p. Logo, a = r (mod p).
Note que, se r = 0, teriamos que pla e assim, mdc(a,p) # 1, um absurdo. Logo, r # 0
e, portanto, r € Z;. Segue-se que ri%!l = 1, ou seja r»~!' = 1. Mais precisamente,
rp(rP~1) =1, donde concluimos que r»~! =1 (mod p).

Por fim, pela transitividade da congruéncia médulo p, concluimos que a?~! = r?~! =

1
(mod p), ou seja, a?~! =1 (mod p). O
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Corolario 3. Todo grupo finito de ordem prima € ciclico.

Demonstragao. Seja G um grupo finito de ordem p prima. Entao, G # {e}. Logo, existe
g € G —{e}. Pelo coroldrio 1 do Teorema de Lagrange, o(g)||G|, isto é, o(g)|p. Como p é
primo, entao o(g) = 1 ou o(g) = p, mas, sendo g # e, concluimos que o(g) = p. Segue-se
que G = (g). Portanto, G é ciclico. O

Proposicao 16. Seja G um grupo abeliano. Se a,b € G sdo dois elementos de ordem
finita, tais que mdc(o(a),o(b)) = 1,entao o(ab) = o(a)o(b).
(

Demonstracao. Sejam n = o(a),m = o(b) e t = o(ab). Como a e b comutam (pois G é
abeliano), temos (ab)™™ = (a™)™(b™)" = e. Assim, t|nm. Novamente, pelo fato de a e b
comutarem, temos que e = (ab)! = a'd’, isto é, a' = b7t € (a) N (b).

Note que, se z € (a) N (b), pelo coroldrio 1 do teorema de Lagrange, o(z)||(a)
o(z)|(b), i.e., o(x)|n e o(z)|m, logo, o(x)|mdc(n, m) = 1. Portanto, o(z) = 1.

Assim, podemos concluir que {a) N (b) = {e}; ou seja, a’ = e e b = e. Logo, n|t Amlt.

Como mdc(m, n) = 1, entdo nm/|t. Portanto, ¢ = nm, ou seja, o(ab) = o(a)o(b). O

2.4 Subgrupos Normais e Grupos Quocientes

Seja (G, -) um grupo e H < G. Nosso intuito é descobrir qual (ou quais) propriedades
um subgrupo H de GG devem possuir, para que a operacao de GG induza de forma natural
uma operacao sobre o conjunto das classes laterais a esquerda de H em G, isto é, quais
condigbes H deve possuir para que o seguinte conjunto ¢ = {((aH,bH), (ab)H) : a,b € G}
defina uma funcao de (G/H X G/H) em G/H.

Definicao 15. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Dizemos que H € um subgrupo

normal de G (e denotamos por H I G ) se, para todo g € G, tem-se gH = Hg.

Proposicao 17. Seja (G,-) um grupo e H um subgrupo de G. Entao, sao equivalentes:
(i) ¢ € um operagdio sobre G/H.
(ii) gHg ' :={ghg™':he H} C H,Vg € G.
(iii)gHg ' = H Vg € G.
(iv) gH = Hg,Vg € G.

Demonstragdo. (i) = (ii) Suponhamos que ¢ : (G/H x G/H) — G /H esteja bem defi-
nida. Sejaa € gHg™!. Entao existe h € H tal que a = ghg™'. Note que ¢ ((gh)H,g ' H)

(ghg ™ )H e p(gH,g 'H) = eH, onde e é o elemento neutro de G. Além disso, gH =
(gh)H, uma vez que g 'gh = h € H. Portanto, sendo ¢ uma fungao, (ghg ')H = eH.
Segue-se entao que e *(ghg™!) € H, isto é, « € H. Logo, gHg™* C H,Vg € G.

(i1) = (4i1) Suponha que gHg™' C H,Vg € G. Isso implica que g"*Hg C H,Vg € G.
Dai, para todo g € GG, temos

H=g(g'Hg)g ' CgHg™".
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Portanto, gHg ' = H,Vg € G.
(7i1) = (iv) Sejam g € G e a € gH, entao existe h € H, tal que @« = gh. Note

' = H, logo, existe h € H tal que h = ag~!, o que implica

que ag~' = ghg™' € gHg~
a=hg € Hg. Logo, gH C Hg. Procedendo de modo anédlogo, mostra-se que Hg C gH,
o que conclui a prova de que gH = Hg,Vg € G.

(tv) = (i) Agora, suponha que gH = Hg,Vg € G. Sejam «, € (G/H X G/H) e
v,0 € G/H, tais que (a, ), (B,0) € ¢ e « = 5. Entao, existem a, b, ¢, d € G, tais que o =
(aH,bH) e = (cH,dH). Por defini¢ao de ¢, temos que v = (ab)H e 6 = (cd)H. Além
disso, da igualdade o = 3, decorre que cH = aH e dH = bH, ou seja, ¢ ta,d b € H.

Note que (cd)~'(ab) = d*(c7ta)b, com (¢ 'a)b € Hb = bH. Logo, existe h € H, tal
que bh = ctab. Dai, como d~'b,h € H, temos que

(cd) ' (ab) = (d'b)h € H

Portanto, (ab)H = (cd)H, ou seja, v = ¢, donde concluimos que ¢ é um funcdo de
G/H X G/H em G/H e, portanto, uma operagao sobre G/H. O]

Observagao 14. Observe que a condigdo (iv) corresponde precisamente ao critério de
normalidade de um subgrupo. Assim, a proposicao anterior nos oferece outras trés ma-

neiras de verificar quando um subgrupo H € normal em um grupo G.

Exemplo 17. Sendo G um grupo com elemento neutro e, os subgrupos {e} , G sao normais
em G.
De fato, dados e € {e},g,h € G, tem-se geg™' = e € {e} e ghg™' € G.

Exemplo 18. Seja G um grupo. Se H < Z(G), entao H < G. Em particular, Z(G) < G.

Suponha que H < Z(G). Seja h € H C Z(G), entdo gh = hg,VYg € G. Segue-se
que ghg™! = gg7*h = eh = h € H, logo H <A G. Como Z(G) < Z(G), concluimos que
Z(G)4G.

Exemplo 19. Se G € abeliano e H < G, entao H 4 G.
De fato, gH = {gh :h € G} ={hg: he€ G} = Hg, logo H < G.

Proposigao 18. Sejam (G,-) um grupo e ) # S C G. Entao, (S) < G se, e somente se,
gsgt € (S),Vge G eVs€eS.

Demonstragao. (=) Suponha que (S) < G. Por defini¢ao, sabemos que S C (S). Dali, se
s € S, entao s € (S). Portanto, pela hipétese inicial, concluimos que gsg~! € (5).

(<) Sejam g € G e x € (S), entao existem n € N — {0};s1,82,---,8, € S e
ki, ko, -k, € Z tais que x = s’flsé€2 coeghn

Inicialmente, mostraremos que gs"g~! = (gsg~')",Vn € Z.
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De fato, gs’¢~! = e = (gsg™!)° e, supondo que para algum n € N — {0}, tenha-se

(gsg~")" = gs"g~!, entdo

n+1 —1

= 9s"g ) (gsg™") = gs"esg ' = gs" Ty

(gs"g )"t = (gsg™ )" (gsg™) =" (

Pelo principio de indugao, concluimos que gs"g~' = (gsg~ )", Vn € N. Além disso,
temos

(gs7'g™") = (g5 'g e ="(gs""g7") ((gsg™)gsg™")") = (gs99 "sg™")(gsg™") " = (gsg™ )"

Deste modo, set € Z e t < 0, entao t = —k, para algum k € N. Logo,

—k

(9597 = (9597 )" = ((gsg™) ™) = (95" g7 ) " = gs ¢! = (gs'g ™)

Donde concluimos que gs"g~! = (gsg~!)",Vn € Z. Dali, segue-se que

-1 _ k1 ko kn —1
grg =~ =4gsy Sy 8,9
= gslflesé”e e esfl"g’1

= (9519 ) (gs5°9™") -~ (959 ™")
Mas por hipétese, temos que gsg~' € (S),Vg € G e Vs € S. Logo,

grg~ ' = (gst'g ") (gsh2g ") -+ (gsirg ™)
= (gs1g7 )" (g2 )" -+ (gsng™)F

Como (gs;g~1)% € (S),Vi € {1,2,--- ,n}. Conclui-se que, grg~* € (S) e, portanto,
(S) 4G. O

Observacao 15. Na demonstracao da proposicao anterior, precisamos mostrar que, da-
dos g € Ges e S C G, ocorre gs"g™t = (gsg~1)",Vn € Z. Utilizaremos esse fato

futuramente.

Exemplo 20. Seja G um grupo. Entao, G' < G.
Por definicio, G' = (S), onde S := {wyz~'y~': 2,y € G}. Além disso, jd sabemos
que G' < @G.

Sejam g € G e s € S, entdo existem x,y € S tais que s = xyx~'y~t. Dai,

1 1

= gryz 'y lg”

= gxeyem_ley_leg_

gsg -
1

= (929 ") (gyg )9z g gy g )

= (9z9~ ) (gyg ") (gzg™") (gyg™ ") € S C(S)
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Logo, gsg=' € (S) = G'. Pela proposicio 18, concluimos que G' < G

Exemplo 21. Sejam (G,-) um grupo e H < G. Se (G : H) =2, entio H < G.

De fato, sendo (G : H) = 2, entdo G/H ={H,G — H}. Dai, dado g € G, como G/H
¢ uma particao de G, temos que g € H ou g € G — H.

1° Caso: g € H. Neste caso, como H < G, entao g-* € H. Consequentemente,
ghg~t € HYh € H. Logo, gHg™' C H.

29 Caso: g € H. Neste caso, g € G — H = gH. Vamos mostrar que gHg™* C H.
Suponha por absurdo que exista h € H, tal que ghg™' & H. Entdo, ghg~ € gH. Seque
que ghg~! = ghy, para algum ho € H. Logo,

ghg_1 = ghy = hg_1 =hoe H

Como H é um subgrupo de G, entdo (hg™')™' € H, isto é, gh™* € H. Logo,
(gh Yhe H=gc H

O que contraria nossa suposicdao inicial de que g € H. Logo, gHg ' C H.
Em ambos os casos, concluimos que gHg™* C H. Em virtude da proposicao 17,

concluimos que H < G.

Exemplo 22. Sejam G um grupo e n € N —{0}. Se G possui um tnico subgrupo H de
ordem n, entao H < G.

De fato, como H < G, temos que e € H. Dai, ¢ = geg~t € gHg™ ' e, portanto,

gHg ' # 0. Sejam x,y € gHg™'. Entao, existem hy,ho € H, tais que v = ghig~' e

y = ghag™t. Dai,

vyt = (ghig ") (ghy'g™") = g(huhy')g™" € gHg ™

Portanto, gHg ' < G.

Agora, Considere a fung¢ao

f+H — gHg_1
h v+ f(h)=ghg™

Se hy,hy € H sao tais que f(hy) = f(hs), entao
ghig™" = ghag™' = g ghig T g = g ghagT g = hi = by

Logo, f injetiva. Por outro lado,

f(H)={f(h):he H} ={ghg™' :he H} = gHg1
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O que nos permite concluir que f € sobrejetiva e, portanto, uma bijecio entre H e
gHg™.
ordem n. Logo, gHg~

Logo, |gHg™ 1| = |H| = n, mas por hipdtese, H € o unico subgrupo de G de

V= H. Assim, pela proposicao 17, concluimos que H < G.

Teorema 6. Seja (G,-) um grupo e H < G. Entao G/H com a operac¢ao induzida de G

€ um grupo.

Demonstracao. Por hipétese, H < G. Segue-se da proposicao 17, que a operacao de G

induz uma operagao sobre o conjunto das classes laterais de H em G, isto é,

:G/HxG/H — G/H
(aH,bH) — (aH)- (bH) = (ab)H

Queremos mostrar que (G/H, -) é um grupo. Para isso, tomemos «, 3,7 € G/H.
Entao existem a, b, c € G, tais que « = aH,3 =bH,y = cH.
(1) Note que

= (aH) - ((bH) - (cH))
=a-(8-7)

O que garante a associatividade da operacao induzida sobre GG / H,
(7i) Sendo e o elemento neutro do grupo G, afirmamos que eH ¢é o elemento neutro de

G / H relativamente a operacao nele induzida por GG. Com efeito,
(eH)-a=(eH)-(aH) = (ea)H = aH = «

De modo andlogo, mostra-se que « - (eH) = .

(i17) Afirmamos que o~ = a~'H. De fato,
(aH) - (a)H = (aa ' )H = eH (a'H) - (aH) = (a'a)H = eH

Portanto, de (i), (i) e (i), concluimos que (G/H, -) é um grupo. ]

Definicao 16. Sejam G um grupo e H < G. O grupo de suas classes laterais com a

operacao induzida pela operacao de G, € chamado de grupo quociente de G por H; ele

G

serd denotado por G/H ou %
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Exemplo 23. Sejam (G, -) e e seu elemento neutro. Sendo H = {e}, temos

%—{gH:geG}—{g{e}:geG}—{{g}:QGG}

Exemplo 24. Sejam n € N — {0}. Note que = = {m+nZ:m € Z}. Dai, se x € =,
entao x = m + nZ, para algum m € Z. Pelo algoritmo da divisao euclidiana, existem

q,7 € Z, com 0 <r <mn, tal que m = nq+ r. Desse fato, seque-se que
r=(nqg+r)+nZ=(ng+nZ)+ (r+n2)

Como nq — 0 = nq € nZ, temos que nq + nZ = 0 + nZ. Logo, x = r +nZ , com

0<r<mn, isto ¢,

Z
—Z:{T+nZ:7’€{0,1,2,--- n—1}}={0+nZ,1+nZ,---,(n—1)+nZ}
n

Observacao 16. Ja estabelecemos que a classe de equivaléncia de um elemento em um
grupo, sequndo a relagao de congruéncia modulo um subgrupo H, coincide com a classe
lateral a esquerda determinada pelo mesmo elemento e em relacdio a H. Dessa forma,

podemos escrever k = k + nZ. Com essa notacgao, temos

L o1 a1
nz
Proposicao 19. Sejam (G, ) um grupo e G' seu subgrupo dos comutadores. Entao
(i) & ¢ abeliano.
G

(it) G" € o menor subgrupo normal de G com esta propriedade, isto ¢, se H 1 G e 3

¢ abeliano, entao G' C H.

G
G

Queremos mostrar que aff = fa, ou seja, (ab)G’' = (ba)G’; mas isso corre se, e somente
se, (ba)~Y(ab) € G'.

Note que (ba)~'(ab) = a='b"tab € {ayz™'y: 2,y € S} C (zyz~ 'y :z,y € S) = G’ ¢,
portanto, (ab)G’ = (ba)G'.

(7) Suponha que H I G e % ¢ abeliano. Entao, dados z,y € G, temos que (yz)H =

Demonstracao. (i) Sejam «, 5 € entao existem a,b € GG tais que o = aG’ e § = bG'.

(xy)H, isto é, (yx) Y (xy) € H, ou ainda z 7'y toy = 27ty H(a= )"y 1)~ € H. Segue-
se que {zyz 'y~ 12,y € G} C H. Dal, G’ = (zyz 'y 12,y € G) C H. O

Proposigao 20. Seja (G,-) um grupo e Z(G) seu centro. Se ;&

7@ ¢ ciclico, entao G ¢

abeliano. Em particular, o indice do centro nunca € primo.

Demonstracao. Suponhamos que Zi seja ciclico. Entao, existe g € G, tal que (¢Z(G)) =

(@)
% =% onde Z = Z(G).
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Dados a,b € GG, temos que aZ,bZ € % Entéao, existem m,n € 7Z tais que aZ = (gZ)™
e bZ = (gZ)". Como a € aZ = g"Z eb € bZ = ¢g"Z, existem z1,29 € Z, tais que

a=g"z e b= g"z. Segue-se que

ab=(g"21)(9"22) = (219™)(¢"22) = 219" " 22 = 220" " 21 = (220" ) (g™ 21) = ba

Portanto, G' é abeliano sempre que % é ciclico.
Agora, supondo que (G : Z) é primo, entao % é ciclico e, pelo que acabamos de

mostrar, terfamos G abeliano; o que ocorre se, e somente se, Z = (G. Segue-se que

(G:Z):(G:G):%:l

Uma contradigao. O

Definigao 17. Sejam H, K subgrupos de um grupo (G,-). O produto de H por K € o
conjunto HK = {hk :h€ HA\k € K}.

Observagao 17. O conjunto HK nem sempre é um subgrupo de G. A sequir, mostrare-

mos condi¢coes para que HK < G.

Proposicao 21. Sejam (G,-) um grupo e H, K subgrupos de G. Nestas condi¢ies:
(HUK)y=HK <— HK <G

Demonstragao. (=) Suponha que (H U K) = HK. Como (H U K) ¢, por defini¢ao, um
subgrupo de G, segue imediatamente que HK < G.
(<) Seja e o elemento neutro de G (e, portanto, elemento neutro de H e de K). Para

quaisquer h € H e k € K, temos:
h=hee HK k=eke HK

O que mostra que H C HK e K C HK. Consequentemente, H U K C HK. Como
(H U K) é o menor subgrupo de G que contém H U K, entao (HUK) C HK.

Por outro lado, como os elementos de H K sao produtos de elementos de H por ele-
mentos de K (isto é, sdo da forma hk, com h € H C HK e k C K C HK), segue que
h,k € HUK C (HUK). Logo, hk € (HUK) e entao, HK C (H U K) e, portanto,
HK = (HUK). m

Proposicao 22. Sejam (G, -) um grupo e H, K subgrupos de G. Entao,

HK <G <= HK =KH
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Demonstracao. (=) Se x € KH, entao existem k € K e h € H, tais que © = kh. Segue-se
que z7' =h'k™l € HK < G logo, hk = (x7})™' = x € HK e, portanto, KH C HK.
Agora, seja y € HK < G. Entao, y~' € HK; o que implica que y~! = hk, para certos
he Hekec K. Logo,y =k *h~! € KH, donde concluimos que HK = K H.

(<) Suponha que HK = KH. Por definigao, HK C G. Sendo e o elemento neutro
de G (e consequentemente, de H e de K) temos e = ee € HK e, portanto, HK # ().

Agora, sejam z,y € HK. Entao, x = hik; e y = hoksy, para certos hi,ho € H e
ki, ke € K. Dali,

xy = (hiky)(hoks) = hy(k1ho)ks

Como kihy € KH = HK, existem hg € H e k3 € K, tais que kyhy = hzks, deste modo
ryYy = h1<k1h2)]{?2 = hl(hgk‘g)k'Q = (hlhg)(kgkz) € HK
Além disso, temos:
vt = (hk) ' =k'hi' € KH=HK
Portanto, HK < G. O

Coroléario 4. Sejam H e K dois subgrupos de (G,-). Se H ou K for normal em G, entdo
HK ¢ um subgrupo de G.

Demonstracao. Suponha que H < G. Sejam x € HK, entao existem h € H e k € K, tais
que x = hk. Dal,

v = hk = e(hk) = kk™'(hk) = k(k™'hk) = k(k™'h(k™")™")

Pela normalidade de H em G, temos (k~'h(k™)7') € H; entdo, *+ € KH e assim,
HK C KH.
Agora, se y € KH, entao y = kh, para certos k € K e h € H. De modo analogo ao

caso anterior, temos:

y = kh = (kh)e = (khk™ )k € HK

O que conclui a prova de que HK = KH. Portanto, pela proposicao anterior, HK <
G. [

Proposicao 23. Sejam H e K dois subgrupos de um grupo finito G. Entao:

_ |H|IK]
|HNK]

|HEK|
Demonstracao. Considere a funcao

o:HxK — HK
(h k) — o(h k)= hk
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Note que ¢ é sobrejetiva, pois
o(Hx K)={p(h,k):he HNke K} ={hk:he HANke K} = HK

Deste modo, temos que U o l(r)=Hx K.
zeHK
Vamos mostrar que, para cada z € HK, a sua imagem inversa via ¢ possui |H N K|

elementos. Isso nos permitira obter

|H x K| =

=Y o' @l= 3 IHNK| = |HK|-|HNK]

reHK zeHK

’ -1
xE%K ¥ (:L.)

Dado x € HK, entao x = hk, para certos h € H e k € K.
Sejam A = {(ha™',ak):a € HNK} e a € A. Entao, existe « € H N K, tal que
a = (ha,a'k). Note que

o(a) = p(ha,a 'k) = haa ™'k = hk = o

Logo a € ¢ !(z) e, portanto A C ¢ '(x). Agora suponha que a € ¢ !(z). Entao,
¢(a) = hk. Como ¢ '(z) C H x K, existem h; € H e k; € K, tais que a = (hy, k).
Assim, hik; = hk, isto é kik~' = h{'h € HN K. Tomando o = k;k~' = h]'h, segue-se
que a = (hia,a k) € A. Logo, ¢ '(z) C A e, portanto, ¢~ (z) = A, o que prova que
o~ (x)| = |H N K|,Vo € HK. Portanto, temos que |H x K| = |HK|-|H N K|, o que
implica

Hx K| |H| K

|HNK| |HNK]|

HE| =

2.5 Homomorfismos e Isomorfismos de Grupos

Definigao 18. Sejam (Gh,+) e (Ge, X) dois grupos. Uma fun¢ao f : Gy — Go € dita

um homomorfismo de G em Gs, se, para todos x,y € Gy

flz-y) = f(z) x f(y)

Além disso, dizemos que:
(1) f € um monomorfismo, quando f € injetiva.
(2) f € um epimorfismo, se f € sobrejetiva.
(3) f € um isomorfismo, quando fé bijetiva. Neste caso, dizemos que Gy € isomorfo

a Gy e utilizamos a sequinte notacao para indicar esse fato: G ~ G.
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Exemplo 25. Seja G um grupo. A funcgao

[dgiG — G
g +— Idg(g) =g

¢ um homomorfismo chamado identidade.

De fato, dados x,y € G, temos:
ldg(z-y) =2y = Idg(x) - Idg(y).
Como a funcdo identidade é sempre bijetiva, concluimos que Idg € um isomorfismo.
Exemplo 26. Sejam G, Gy dois grupos, es o elemento neutro de Gy. A funcao

e: G — Gy
g — elg)=e

€ um homomorfismo chamado trivial.

Com efeito, se x,y € Gy, entao
e(ry) = eg = egeq = e(x)e(y).
Exemplo 27. Se G é um grupo e g € G, entdo a func¢ao

Jg: G — G

v — Jy(x) = grg™!

¢ um isomorfismo chamado de automorfismo interno determinado pelo elemento g.

Sejam x,y € G, entao
Tg(2)34(y) = (929~ ") (gyg™") = gryg~ ' I4(ay)
Logo, J4 € um homomorfismo. Note que, 39—1 = Jg-1, pois
(I 0Tg-1)(2) = Tg(Iy1(2)) = Tg(g™ xg) = g9~ 299~ = x = Ida(z)

De modo andlogo, mostra-se que (Jg-1034)(x) = Idg e, com isso, concluimos que J4 €

bijetiva, uma vez que possui inversa a direita e a esquerda. Portanto, J, é um isomorfismo

de G em Q.

Proposigao 24. Sejam G um grupo e H < G. Entdo, H I G se, e somente se, J,(H) =
H/ Vg e G.
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Demonstracao. Para todo g € G, temos que
Jg(H) ={Jy(h) :he H} = {ghg™" :he H} = gHg™"

Entao,
HAG < gHg=H\Vge (G < J,(H)=H,VgeG

Exemplo 28. Sejam G um grupo e H < G. Entao,

n, G — %
g > ny(g) =9gH

¢ um epimorfismo chamado de projecio canénica G sobre &

T

De fato, sejam z,y € G, entao

Ny (@) -1y (y) = xH -yH = (vy)H = 1, (zy)

Além disso, note que 1,/(G) = {n,(z):x € G} = {zH :2 € G} = & e, portanto, n, é
um epimorfismo.

Definigao 19. Sejam f : Gy — G5 um homomorfismo de grupos e es o elemento neutro

do grupo Go. O conjunto
ker f={z:2€ Gy A f(x) =e}

¢ chamado de nicleo de f.

Exemplo 29. Sejam G um grupo, H < G en,, a projecao canonica de G sobre % Note

que

kern, ={z:z € GAn,(zr)=cH}
={r:x€ GNzH =eH}
={r:zeGre 'z € H}
={r:xeGAr e H}
=GNH=H, pois HC G.

Teorema 7 (Propriedades elementares dos Homomorfismos). Sejam (G, ), (Ga, X) gru-
pos; f: Gy — Gy um homomorfismo; ey, es elementos neutros de G1, Gy respectivamente
e x € Gy, entao:

(1) f(e1) = ea.

(2) fa™) = [f(=)] 7"
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(3) Se H < Gy, entao f(H) < Gy. Como consequéncia, f(G1) < Gs.
(4) Se H Q Gy, entao f(H) D f(G1).

(5) Se H < Gy, entio f~*(f(H)) = H - kerf.

(6) Se K < G, entao f~1(

(7) Se K < Gy, entio [~ K) < Gy. Como consequéncia, ker f < G.

(8) Se K < G, entao f(f~1(K))=Kn f(Gy).

(9) fé injetiva se, e somente se, kerf = {e;}

(10) Se a € G € um elemento de ordem n, entdo o (f(a))|n.

(11) Se f € um monomorfismo, entio o(f(a)) = o(a),Va € Gy.

(12) Se (Gs,%) é um grupo e h : Gy — Gz um homomorfismo, entio ho f € um

<
<

K) € um subgrupo de G que contém kerf.
K)

homomorfismo de G1 em GS3.

Demonstragao. (1) Como f é um homomorfismo, temos que f(e;) x f(e1) = f(eq - e1),

isto é, f(e1) x f(e1) = f(e1). Como f(e1) estd no grupo Gs, segue que

fler) = fler) x e
= fler) x (fler) x [flen)] ™)
= (f(er) x flex)) x [f(e))] ™
= fler-er) x [f(er)] ™
= flex) x [f(en)]™

(2) Note que e; = f(e1) = f(x-z7') = f(z) x f(x™1), ou seja, e = f(x) x f(z™1).
Como f(x) € Go, segue-se que

(3) Por defini¢ao, temos f(H) C Go e, como f(e1) = eq, entdo f(H) # 0. Se y1,y2 €
f(H), entao existem hy, hy € H, tais que f(hy) =y e f(ha) = y2. Segue que

yiyy ' = f(h1) [f(ha)] ™" = f(luhy') € f(H)

Portanto, f(H) < Go. Como G; < Gy, pelo que foi demonstrado, concluimos que
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f(G1) < Gy, isto é, I, f < Gy.

(4) Sendo H < Gy, em virtude do item (3), concluimos que f(H) < G,. Além disso,
se g2 € f(G1) ey € f(H), entao existem h € H e g; € Gy, tais que y = f(h) e go = f(g1).
Deste modo,

g2 xy x gy = flgn) x f(h) x f(gr") = flgrhgr")

Assim, pela hipétese de que H < Gy, segue que g1hg; ' € H e, portanto, f(H) < f(G).
(5) Por definicao f~'(f(H)) = {z:2 € G1 A f(x) € f(H)}. Sejaxz € f~1(f(H)),
entdo f(z) € f(H). Assim, existe h € H tal que f(h) = f(z). Dai,

e=f(h™") x f(x) = f(h™'x)

Donde concluimos que h~'x € kerf. Note que h € H e h™ 'z € kerf, entdo x =
h(h='z) € Hkerf. Logo, f~' (f(H)) C Hkerf.
Agora, dado z € Hkerf, existem h € H e k € kerf, tais que z = hk, dai

f(x) = f(hk) = f(h) x f(k) = f(h) x €3 = f(h)

Deste modo, f(z) = f(h). Mas como h € H, temos que f(h) € f(H), ou seja,
f(z) € f(H). Logo, x € f~'(f(H)),donde concluimos que Hkerf C f~'(f(H)) e,
portanto, f~' (f(H)) = Hkerf.

(6) Por definigao f~Y(K) = {g: g€ G1 A f(g) € K}. Dai, f71(K) C G;. Por (1),
temos que f(e;) = ey € K, logo e; € 1K), assim, f~1(K) # 0.

Sejam 11,15 € f7Y(K), entdo f(z1), f(r2) € K. Como K < Gy, temos que f(z;"') =
[f(:vg)]fl € K, e assim, f(z1) x f(x;') € K, isto é, f(ziz5") € K, o que implica que
175, € f7YK) e, portanto, f~1(K) < G.

Além disso, se z € kerf, entdo f(z) = ex € K. Logo, f(x) € K, isto é, z € f~(K);
donde concluimos que kerf C f~}(K).

(7) Sendo K < Gy, em particular, K < Gy. Dai, por (6), temos que f~!(K) < Gi.
Sejam z € 1K) e g € G;. Como f(r) € K, pela normalidade de K em Gs, ocorre
f(g) x f(z) x f(g7') € K, ou seja, f(gzg™') € K. Portanto, grg™' € f~1(K). Isso
mostra que f~!(K) < G;. Tomando K = {ey}, entao f~(K) < G;. Mas,

fUK) = f'({ex}) = {2 € G A f(z) € {ea}} = {22 € G1 A f(x) = e} = ker f

Portanto, ker f < Gj.

(8) Suponha que y € f(f~(K)). Entao, existe z € f~}(K), tal que y = f(x). Como
z € f7YK), entdo f(x) € K. Deste modo, y € f(G1) ey € K,isto é, y € KN f(Gy) e,
portanto, f(f~1(K)) C KN f(Gy).

Sendo y € K N f(Gy), entao y € K ey € f(Gy). Assim, existe g; € Gy, tal que
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= f(g1). Sendo f(g1) = y € K, temos que g; € f~'(K). Evidentemente, temos
Han) € U1K, b0 69 € U, Logo, () © K 1 (Gy) o, postanto
FUFHE)) = KN f(Gh).

(9) (=) Suponha que f é injetiva. Seja = € kerf. Entao, f(z) = es. Mas sendo f
um homomorfismo, por (1), f(e;) = es. Pela injetividade de f, segue que = = ey, i.e.,
ker f = {e1}.

(<) Reciprocamente, suponha que ker f = {e;}. Sejam a,b € Gy, tais que f(a) = f(b).
Entao f(ab™') = e;. Logo, ab™! € ker f e, portanto, ab™! = ey, isto é, a = b. Segue-se
que f ¢é injetiva.

(10) Seja a € Gy, com o(a) =n € N —{0}. Entao, [f(a)]" = f(a™) = f(e1) = e3, isto
¢, [f(a)]" = e2. Dai, o(f(a)) ¢ finito e, além disso, o(f(a))|n.

(11) Seja a € G;. Iremos analisar dois casos:

1° Caso: o(a) < oo . Neste caso, por (10) temos que o(f(a))|o(a). Note que
[F(a)°V ) = ¢, isto 6, f(a®U(@) = e,. Logo, a®/@) € ker f. Como f é um mono-
morfismo, de (9), segue-se que a’/®) = ¢;. Dai, o(a)|o(f(a)); donde concluimos que
o(f(a)) = o(a).

29 Caso: o(a) = oco. Neste caso, suponha por absurdo que o(f(a)) < co. Seja n =
o(f(a)). Dai, [f(a)]" = e2. De modo anédlogo ao caso anterior, concluimos que a™ = ey, o

que contradiz nossa suposigao inicial de que o(a) = oo. Portanto, o(f(a)) = oo = o(a).

(12) Sejam (G3, %) é um grupo e h : Gy — G3 um homomorfismo. Se z,y € Gy, note

que
(ho f)(x) = (ho f)(y) = h(f(x))*h(f(y))
= h(f(z) x f(y))
= h(f(z-y))
= (ho f)(z-y)
Portanto, ho f : G; — G3 é um homomorfismo de grupos. ]

Proposigao 25. Se G é um grupo ciclico, entao G € finito ou G € infinito enumerdvel.

Demonstragao. Seja G ciclico. Entao, existe a € G, tal que G = (a).

12 Caso: G ¢ infinito. Neste caso, considere a funcao

f:7Z — G
z — f(2)=a*
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dados x,y € Z, entao

fla+y)=a" =a"a" = f(z)f(y)

Logo, f é um homomorfismo. Além disso, temos:

f(Z)=Af(z):z€Z}={a:2€Z} =(a) =G

I[sso nos permite concluir que f é um epimorfismo.

Por outro lado, se x,y € Z sao tais que f(x) = f(y), entdo a® = a¥, ou seja, a* ¥ = e.
Como |G| = o0, pelo que mencionamos na observagao 10, concluimos que = —y = 0, i.e.,
x = y. Portanto, f é um isomorfismo.

2¢ Caso: G é finito. Neste caso, seja n = |G/|. Iremos considerar a aplicagao

fz, — G
z — f(2)=a*

De modo analogo ao caso anterior, mostra-se que f é um epimorfismo.

Agora, se z,y € Z, sao tais que f(zr) = f(y), entdao a® ¥ = e. Logo nlz —y, o
que implica on — y|. Mas, sendo z,y € Z,, temos que 0 < z,y < n; isso acarreta
0 < |z —y| < n, ou seja, |r — y| é miltiplo de n ndo negativo e menor que n, logo, sé
pode ser |x — y| = 0 e, assim, z = y. Portanto, f é um isomorfismo.

Deste modo, podemos concluir que os tinicos grupos ciclicos (a menos de isomorfismos)

sao (Z,+) e (Z,®). O
Teorema 8 (Teorema Fundamental dos Isomorfismos para Grupos). Sejam (G, ), (Ga, *)
dois grupos, f : Gi — Go um homomorfismo, H = kerf en, : Gi — % a projecao
canonica de G sobre % Entao, valem:

(1) Eziste um tinico monomorfismo g : $- — Gs, tal que f = gomn,

(2) I,g = I,,f. Como consequéncia, % ~1I.f.

Demonstragio. (1) Sejam g := {(zH, f(z)) : © € G1} umarelagio de & em Gy e (o, B), (7,6) €
g, tais que @ = . Entao, existem a,b € G, tais que (a, ) = (aH, f(a)) e (v,0) =
(bH, f(b)). Como v = «, temos que b~'a € H = ker f. Logo, ea = f(b~'a) = f(b™')x f(a),

o que acarreta f(a) = f(b), isto é, B = 0. Portanto ¢ : % — (5 estd bem definida.
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Sejam «a, 3 € % Entao, existem a,b € GG, tais que a« = aH e = bH. Segue-se que

(@) - (bH)) = g(aH) * g(bH) = g(c) * g(5)
((ab)H)

(ab)

(a) *

aH)* g(bH)

H
f(b)
(aH)  g(
(@) * g(B)

Logo, g ¢ um homomorfismo. Seja o = aH € ker g, entao g(aH) = ey, isto é, f(a) = ey,
dai a € ker f, logo aH = e; H, ou seja o = e; H e, portanto, ker g = {e; H}. Segue-se que
g € um monomorfismo.

Note que, dado x € G;,temos

(gon,) (@) = g(n,(z)) = g(zH) = f(z)

Logo, f=gon, .
Por fim, para mostrar a unicidade de g, suponha que existe um outro monomorfismo
h: % — Go tal que f = hon,. Como 7, é sobrejetiva, existe 7 : % — G, tal que

N, on = Ids,. Como por hipétese, temos f = g o ny, entao

H

gony =hon, =go(n,on)=ho(n,on) =goldc

=

=holds, =g=nh
H

]

I[sso nos permite concluir que g : % — (9 é 0 inico monomorfismo, tal que f = gon,,.
(2) Observe que I,,,g = {g(zH) : x € G1} = {f(z) : x € G1} = I, f. Dal, segue-se que
g: % — I,,,f € um homomorfismo bijetivo, ou seja, g é um isomorfismo de % em I,,f.

Logo, % ~ I.f. O]

Corolario 5. Sejam H I G e K < G. Entao

K KH
HNnK H

Demonstracao. Inicialmente, vamos mostrar que % é de fato um grupo. Observe que,

sendo H < G e K < G, temos que HK < G e, portanto, HK = KH. Como H < (G, vale
ghg™ € H, para todo h € H e para todo g € G; em particular, ghg™!, para todo h € H
e para todo g € HK C (. Logo, H < KH. Segue-se que (%, -) é um grupo.

Agora, considere a projecao canonica 7, : KH — % Recordemos que K C KH,

uma vez que (H U K) = KH. Considere a restri¢ao nKH|K : K — B entdo

KH

i :{(k;h)H:keKAheH}:{(kH)(hH):keK/\heH}:{kH;keK}:nKH\K(K)



49

Além disso, temos

kernKH‘K:{x:xEK/\nKH‘K(x):eH}
={z:xe KNzH =eH}
={r:xe KNx € H}
=HNK

Portanto, pelo teorema fundamental do isomorfismo, concluimos que K / (kern,.,, ’K) ~

K KH
' HNK — H ° u

nKH‘K(K), isto é

Exemplo 30. Sejam Gy, Gy dois grupos,H, < G1 e Hy I Gy. Entao,

(1) H1 XH2 <]G1 XGQ.

G1xGo a G

(2) 925 < (%) < (2)

Como Hy < G e Hy < G9, podemos considerar tomar os epimorfismos 77H1 €My, que
sao, respectivamente, as projecoes canonicas de Gy sobre Gi e de Gq sobre . Considere
a func¢ao

n:GLx Gy — <%) X (%)
(z,y) — 0z, y) = (0, (@), 1, 1))
E evidente que n € um homomorfismo, pois, se a, € Gy x Gy, entdo o = (z,y) e

B = (z,w), para certos x,z € Gy e y,w € Gy. Dai,

7

7

= (N, (@ 2),my, (y - w))

= (1, () - 0y, (2), 110, () - M, (w0))

= (N, (@), g0, (®)) - (M, (2), 1, (W)
7
7

Mais precisamente, € um epimorfismo, poi

n(G1 x Gz) = {n(x,y) : (z,y) € G1 x Ga}
= {0, (1), 11, (9)) - @ € G1 Ay € Ga}
= {0, (@) 1w € Gi} x {n,,(y) 1y € Go}
= My, (G1) x N, (Ga)

() (3)
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Além disso, temos que

kern = {(z,y) : (z,y) € G1 x Gy An(z,y) = (eHy,eH,)}
={(z,9): (€ G Ay € G2) A (1, (2), 1y, (y)) = (eHy,eH)}
={(z,y): (zr€ G Ay, (z) = eHi) A (y € Go Ay, (y) = eH,)}
={z:z¢€ Gi1 Ay, (2) =eH } x{y:ye Ga Ay, (y) =cH,}
= kern, xkern,

:H1XH2

Pelo teorema 7 item (7), seque que kern < G x G, ou seja, Hy X Hy < Gy X Gs.

Gl ><G2 ~

Por outro lado, do teorema fundamental dos isomorfismos de grupos, decorre que =3
ern

N(G1 x Gy), isto é, GXC2 ~ (g_> « (g_)
Teorema 9 (Teorema da correspondéncia). Sejam f: (Gy, ) — (G, X) um homomor-

fismo de grupos, K = ker f, Sg(G1) o conjunto dos subgrupos de Gy que contém K |
S(f(Gh)) o conjunto dos subgrupos de f(G1) e as fungoes

v Sk(Gh) — S(f(Gh))
H +— o(H)=f(H) L — (L) =f"'(L)

Entao,

(1) ¢ ey sao bijecoes, inversas uma da outra.

(2) H QG = ¢(H) dp(G1) = f(G1).

(3) L QI f = ¢(L) D9(f(Gh)) = Gr.
Demonstrag¢ao. (1) Vamos mostrar que ¢ e 1 s@o inversas uma da outra e, portanto,
bije¢oes. Seja H € Sk(G), entao H < Gy e K C H. Note que o(H) = f(H) € S(f(G1)),
dai

(o @)(H) = v(p(H)) =v(f(H) = f~(f(H))

Pelo teorema 7, item (5), segue-se que f~'(f(H)) = HK e, entao, sendo K C H, con-
clufmos que HK = H. Logo, (¢ o ¢)(H) = H = Ids, () (H), ou seja, p o = Ids, ()
e, portanto, 1 é sobrejetiva e ¢ € injetiva.

Seja agora L € Sx(Gy), entao L < f(G4). Observe que f~1(L) = ¢ (L) € S(f(G1)),
deste modo

(o) (L) = p(¥(L)) = (f~(L)) = f(f1(L))

Novamente, decorre do teorema 7, mas agora, do item (8), que f(f (L)) = LN f(Gy).
Como L < f(G4), obtemos LN f(Gy1) = L. Logo, (pov)(L) = L, donde concluimos que
@ & sobrejetiva e ¢ é injetiva. Portanto, ¢ e 1) sao bijecoes e, além disso, ¢! = ).

(2) Como H < Gy, do teorema 7, segue f(H) < f(Gy) = Inf, ou seja, o(H) <
p(Gr) = f(Gh).



o1
(3) Sendo L < I,,, f, mais uma vez, pelo teorema 7, temos ¢ (L) = f~1(L) < f~1(f(Gy)) =
Y(f(G1)) = Gy, isto é, ¥(L) < Gy O

Corolério 6. Seja H < G. Sejam Nyu(G) o conjunto dos subgrupos normais de G que

contéem H e N(G) o conjunto dos subgrupos normais em % Entao a funcao

n:Nu(G) — N (F)
K — n(K)=

=

¢ uma bijecao.

Demonstracdo. No teorema anterior, tome G| = G, Gy = % e f =mn,. Do exemplo 29,

temos que kern, = H. Portanto,

¢:Sp(G) — S(%)
K +— ¢(K)=n,(K)

é uma bijecao que leva subgrupos normais de Sy(G) em subgrupos normais de S (%),
isto é, leva elementos de Ny (G), em elementos de N (£).

Note que, se x € p(Ny(G)), entdo existe K € Ny(G) C Sy(G), tal que x = p(K
Como K < G, entdo, pelo teorema anterior, item (2), tem-se z = ¢(K) < ¢(G) = £.
Logo, © € N(£) e, portanto, o(Ny(G)) C N(£).

Agora, se L € N(%) C S(£), entao L < €. Além disso, pelo item (3) do te-
orema anterior, temos que ¢ (L) 4 ¢ (£) = G. Logo, ¢ '(L) € Ny(G), isto §,
L =¢(¢'(L)) € p(Nu(G)) e, portanto, N (F) € p(Nu(G)). Logo, ¢(Nu(G)) = N(5).

Dai, é facil ver que a funcao n coincide com a restrigao (que também é uma bijegao) de

~—

¢ ao dominio Ny (G) e contradominio p(Ny(G)) = N (%) e, portanto, n é uma bijeco.
[
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3 Grupos finitos gerados por dois elementos

Na secao sobre subgrupos, definimos o subgrupo gerado por um subconjunto S de
um grupo GG como a intersecao da familia de subgrupos de G que contém S. Provamos
também que (S) é o menor subgrupo de G' que contém S e que, na notagao multiplicativa,
seus elementos sao produtos, com quantidade finita de fatores, onde cada fator é uma
poténcia de elementos de S com expoentes inteiros. Assim, se a,b € G e x € (a, b), entao
existem n € N — {0}, elementos ay, as, ...,a, € {a,b} e ky,ka, ..., k, € Z, tais que = =
a]fl aé” ---afn. Nesta se¢ao, mostramos que, quando os geradores a e b satisfazem certas
relacoes, a descrigao dos elementos do subgrupo gerado por eles torna-se consideravelmente
mais simples. Além disso, demonstramos que as condi¢oes de congruéncia apresentadas
na introducao sao necessarias para a existéncia de grupos com dois elementos a, b sujeitos
a tais relagoes e, quando essas condicoes sao satisfeitas, que tal grupo é inico a menos de

isomorfismo.

Teorema 10. Sejam s € N— {0}, G1 um grupo finito com elemento neutro e e a,b € Gy
satisfazendo ba = a®b ( ou equivalentemente Jy(a) = a®). Sejam m,n € N — {0} inteiros
tais que a™ = e e b™ € (a), entdo

(1) -a"=a -V VteEN eVreZ.

(2){a,b) ={a't’ :i,j ENAO<i<n—1A0<j<m-—1}.

(3) ola)=n em=min{l: 1 e N={0} AV € (a)} < [(a,b)| =nm.

(4) Sen = o(a), m = min{l:1 € N— {0} AV € (a)}, u um inteiro tal que b™ =
a", Gy um grupo com elemento neutro es e o, B € G, entdo existe um homomorfismo
f:{a,b) — Go tal que f(a) = a e f(b) = [ se, e somente se, fa = a°f, a™ = e €

Demonstragdo. (1) Na demonstragao da proposicio 18, vimos que (bab™1)* = ba*b~!,Vk €
Z. Utilizaremos esse fato para mostrar que bt-a” = o™ -b', Vr € Z. Para isso, realizaremos
indugao sobre t.

Para todo r € Z, temos b%a” = a” = a”*’t°. Se t € N — {0} ¢ tal que b'a" = a"'V!,

para todo r € Z, entao
bt—i—lar — b(btar) — barstbt — (barstb—l)bt+1 (i_) (bab_l)rstbt+1 — (asbb—l)rstbt—‘rl — arstJrlbt-l—l

Onde a igualdade (i) decorre da proposi¢cao mencionada inicialmente. Assim, pelo
Principio de Inducdo, temos que bta™ = a™'bt,Vt € N,Vr € Z.

(2) Seja H = {a¥W : 1,7 e NA0O<i<n—-1A0<j<m-—1}. Evidentemente,
H C {a,b). Agora, se z € (a,b), entdao, usando o fato de que a" = e e b € (a),
existem k € N — {0} e 71,79, - ,rp, t1,ta, -, tx € N, tais que x = a™b"a"b"2 - - - a"*b'*.
Novamente, utilizaremos inducao; agora, sobre k. Os caso k = 0 e k = 1 sao evidentes,

pois ab = a'b', e = a'° € H.
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Supondo que a" b1 a2 - - - a"-1bt-1 = ¢’ parak—1 € N—{0}, 0 < ry,ro, -+ 11,0 <

nel<ty,ty, -, tg_1,7 < m. Dal,
z = (@) (@™ b)) = ai(ba™ )bt &) ai<arksjb]’)btk — s pitt

Onde a igualdade () decorre do item (1) deste teorema. Deste modo, pelo algoritmo
da divisao euclidiana, existem ¢y, g2, p1,p2 € Z, com 0 < p; < n e 0 < py < m, tais que

i+ rps’ =qn+pej+ty = qm+ py. Segue-se que
T = (an)Q1ap1(bm)Qpr2 = qPlq¥92pP2

Mais uma vez, aplicando o algoritmo da divisao euclidiana, existem ¢z, p3 € Z, com
0 < p3 < n, tais que p; + uga = q3n + p3, donde concluimos que z = a??*bP* e, portanto,
r € H,isto é, (a,b) C H. Logo, {a,b) ={a'¥/ :0<i<n—1A0<j<m-—1}

(3) (=) Suponha que o(a) =n em =min{l:1 € NAY € (a)} ,vamos mostrar que
os elementos de {a"bj :0<i<n—1A0<j<m—1} sdo dois a dois distintos; isso nos
permitird concluir que ‘(a,b>| = ’ {0,1,2,--- ;n—1} x{0,1,2,--- ;m — 1} | = nm.

Sejam i,k € {0,1,2,--- ,n—1} e 5,1 € {0,1,2,--- ,m — 1}, tais que a’t = a*¥',
entao ¥~ = a*~ € (a). Como m := min{p:p e NAV € (a)}, segue que m|j — I,
mais geralmente, m“j — I|. Entretanto, sendo j,I € {0,1,2,---,m — 1}, concluimos
que 0 < |j — 1] < m, com m“j —I|. Logo, |j — 1 = 0 e, portanto, j = [. Dali,
ab=" = ¥ = 1° = e, como o(a) = n, temos n||k — i|, e de modo andlogo ao que foi

feito anteriormente, obtemos & = i. Portanto, os elementos de (a,b) sdo dois a dois

distintos e, dai, |{a, b>| = nm.
(<) Suponha que |(a, b)| = nm. Por hipétese, temos a™ = e e b™ € (a). Entao, o(a)|n,
e assim, o(a) < n. A fim de obter uma contradigao, suponha que existam n’ € N — {0}

tais que n’ < n, com @ = e. Entao, em virtude do item (2) deste teorema, terfamos
{(a,b) ={a't’ : i, ENAO<i<n —1A0<j<m—1}

Ou seja (a,b) teria no maximo n'm < nm elementos, uma contradicdo. De modo
andlogo, tomando m’ < m com b™ € (a), obtemos que (a,b) teria no maximo nm’ < nm
elementos. Portanto, o(a) =nem=min{l: 1 € NAY € (a)}.

(4) (=) Suponha que exista um homomorfismo f : (a,b) — G2 com f(a) = a e
f(b) = . Entao,
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Além disso, como " = [f(a)]" = f(a") = f(e) =eq e

pr =[O = f") = fa")

]
=
YaS

)
=
IS

]

(o)
IS

(<) Suponha agora que fa = a5, ™ = ege f™ = . Em virtude do item (2) deste

teorema, a funcao abaixo esta bem definida

fi{a, by — Gy
a'lti s f(a'V) =a'pi

Sejam z,y € (a,b), entdo existem i, k € {0,1,2,--- ,n—1}ejl € {0,1,2,--- ;m — 1},

tais que z = a't’! e y = a’t’. Note que,
Ty = ai(bjak>bl _ ai(aksfbj)bl — itk it

Assim, para que possamos aplicar f ao composto xy, devemos assegurar que 0 <
i+ ks’ <neO < j+1 < m. Assim, pelo algoritmo da divisdo euclidiana, existem
q1,q2,71,72 € Z,com 0 <1y <nel <ry <m,taisqueit+ks’ = qn+ryej+l = gm+rs.
Logo,

zy = (a™)Ta™ (b™) 20" = ea™ a V"™ = o™ T

Aplicando novamente o algoritmo da divisao, temos que 1 + ugs = gsn + r3, para

certos g3, 13 € Z e 0 < r3 < n. Dali,
xy = (a")®a"3b"™ = a™b"™

Logo, f(zy) = f(a™b™?) = o[, Contudo, como ro = j+ 1 — gom e r3 =11 + ugy —
@n =i+ks’ —qn+u—qsn, ouseja, ro = —mqa+j+1lers=i+ks +ug—n(q +qs).

Segue-se que

f(zy) = a™p"
— atad (au)qz (an)f(qﬁrqs)ﬁfquﬁjﬁl
iaksj (/qug €B_mQ2>Bjﬁl
= aiaksj (ﬁm%—m% )Bjﬁl
= oo™ 3")

Q

Do item (1) deste teorema, também segue que f'a” = o' B:¥r,t € N. Logo,

flay) = o' (Fa")B = (') (" B') = f(2)f(y)
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Portanto, f é um homomorfismo entre os grupos (a, b) e Gj. n

Teorema 11. Sejam n,m,s € N — {0} eu € N.

(1) Se G é um grupo de ordem nm e a,b € G sdo tais que

;

G = {a,b)
at =e
(*)
" =a"
ba = a*b
\

Entdo, s™ =1 (mod n) eu(s —1) =0 (mod n).
(2) Quando existe um grupo de ordem nm satisfazendo (x), ele é unico a menos de

1S0morfismos.

Demonstragdo. (1) Pelo primeiro item do teorema 10, temos que b™a! = a'*"b™ e bla* =

a*'b'. Como b™ = a* € (a), e (a) é ciclico (portanto abeliano), temos que

ab" =a"" V" = a=0a" =a"" " =e=o(a)|s" -1

Por outro lado, como a" = ™ € (b), que também ¢é abeliano, segue que
a'b = a"b = a" = a"* = ¢" YV = = o(a)|u(s — 1)

Mas como |{a, b)| = nm e valem (x), em virtude do terceiro item do teorema 10, segue
que o(a) = n. Portanto, n|s™ — 1 e n|u(s — 1), ou seja, s™ =1 (mod n) e u(s — 1) = 0
(mod n).

(2) Suponha que Gi, G2 sejam dois grupos de ordem nm e que admitam elementos

a,b € Gq e a, f € Gg, que estes satisfacam (%), isto é,

( (

G1 ={a,b) Gy = {a,p)
a® =e o = eq

b =a" € (a) " =a" e (w)
ba = a’b Ba =ao°f

\ \

Onde e e ey sao, respectivamente os elementos neutros dos grupos G; e Gy. Como
|{(a,b)| = nm = |{a, )|, segue do terceiro item do teorema 10 que n e m sdo minimos
com essas propriedades. Decorre do item (4) do teorema mencionado que existe um
homomorfismo f : G; — Gs, tal que f(a) = a e f(b) = .

Dado y € {a, ), existe 1,7 € N, com 0 <i <ne0<j<m, tais que y = a’'8’. Dali,
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sendo a't? € (a,b), temos que
F@t’) = [f@] [fB) =a'F =y

Portanto f é sobrejetiva.
Sejam x,y € (a, b, tais que f(r) = f(y). Entao, existem 4, j, k,l € N com 0 < i,k <n
e 0<j,l <m,tais que z = a’t’ e y = a*b'. Dali,

F(aitl) = F(a*H) = o' = a8 = F1 = a*i € (a)

Como m :=min{t:t € NA S € (a)}, segue que m|j — I, logo, m||j —I|. Entretanto,
sendo 0 < 4,1 < n, conclui-se que |j — I| = 0, ou seja, j = [. Deste modo, a*~" = e,
e, portanto, n = 0(a)|k —i = n“k‘ — i k= i, onde a implicacao (*x*), decorre de
termos 0 < i,k < n. Logo, f ¢é injetiva e, portanto, um isomorfismo de G; em G,, ou

seja, G1 ~ (s. O

3.1 Uma condigao de existéncia

No teorema a seguir, mostraremos que se n,m, s sao inteiros positivos e u € N, entao
as condigoes s™ =1 (mod n) e u(s —1) =0 (mod n) sdo suficientes para a existéncia de

um grupo finito G de ordem nm e de a,b € G satisfazendo as condigoes:

(

G = {(a,b)
a® =e

(*)
bm — au
ba = a°b.

\

Um teorema de existéncia, afirma a existéncia de um objeto satisfazendo certas propri-
edades. A prova de um teorema desta natureza consiste em exibir um objeto e provar que
o mesmo tem as propriedades exigidas. E comum, na literatura matematica, apresentar-
se o0 objeto em questao sem fornecer a ideia do que motivou a escolha do mesmo. Por
exemplo, no Teorema 4 de Lima (2020, p. 17); Monteiro (1969, p. 39) no Teorema 10;
Vieira (2021, p. 397) no Teorema 6.1 e Gongalves (2017, p. 39), ao comentar sobre o anel
dos Quatérnions.

O teorema a seguir (nosso principal resultado) é um teorema de existéncia. Antes de

sua prova, apresentaremos uma motivacao para escolha do objeto em questao.

Teorema 12 (Condigoes suficientes para a existéncia de um grupo finito G satisfazendo

as condigoes em (x)). Sejamn,m,s € N—={0} eu € N. Ses™ =1 (mod n) eu(s—1)=0
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(mod n), entdo existe um grupo finito G de ordem nm e elementos a,b € G, tais que

;

G = {a,b)

a® =e , (e - elemento neutro de G)
(%) T

\ba =a’b

Motivacao 1. Vimos que, se Gy € um grupo finito de ordem nm gerado por dois elementos
a, f € Gy satisfazendo as relagoes em (x), entao s™ =1 (mod n), u(s —1) =0 (mod n)
e Gy ={a'B: (i,7) € Zy X Ly, }. Além disso, dados (z,y), (x1,y1) € Zp X L, temos:

(a®BY)(a™ ") = a”(BYa™) "
— a7(a" gY) 8"
= @ tes’ grmeam (y+y1)+rm(y+y1)
— oot (/Bm)qm(y+y1) 5rm(y+y1)
_ qrtens? (au)qm(eryl) Brm(y+y1)
aac+x15y+u-qm(y+y1)BTm(y+yl)
— qntrn(atensYtugm (y+yn) 5rm(y+y1)
_ (an)q(arn(x+z1sy+u-qm(y+y1)))5rm(y+y1)

= 4 (arn(ft+rlsy+u-qm(y+y1))) Brm(y+y1)

_ arn($+$1$y+u‘Im(y+yl))/67’m (y+y1)

Onde g (k), indica o quociente da divisao do inteiro k por m e ¢ = q,(z + x18¥ +

ugm(y + v1)), ou seja:

(a®BY) (a1 p¥) = arn(ersy+uqm(y+y1))57‘m(y+y1) (1)

A igualdade em (1) induz uma opera¢ao ® sobre Z, X Ly, dada por:

(2,y) © (x1,91) = (rn(@ + 218Y + UG (Y + Y1), T (Y + y1))

Esperamos que (Zy, X Ly, ®) seja um grupo (de ordem nm) satisfazendo as relagoes

em (x). Além disso, se isto for verdade, a funcao

0Ly X Ly — G
(z,y) +— @(z,y) =a'p
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deve ser um isomorfismo.

Isto nos da ideia, de como escolher a,b € Z, X Z,,, 0s quais devem ser tais que
p(a) = a e p(b) = e, entdo, a = (1,0) e b = (0,1). Também, o elemento neutro de
G =7y X Loy deve ser e = (0,0).

Além disso, para que todo elemento (x,y) € Ly, X Ly, seja simetrizdvel, devem ezistir

X1 € Ly €Y1 € Ly, tais que

(ﬂf,y) © (xbyl) =e= (331,y1) © ($,y)

Mas isso ocorre se, e somente se,

ro(x+xs+u-quy+vy)) =0
ro(r1 + 28 +u-gn(yn +y)) =0
Tm (Y + 1) =0

Da terceira equacao, obtemos que m‘y +y1. como y, Yy, € Ly, temos que 0 < y+1y; <
2m. Dai, devemos ter y = y; = 0 ouy+y; = m, ou seja, temosy =y, = 0 ouy; = m—y;

sey # 0. No primeiro caso, temos:

ro(x + 218" +u-q,(04+0) =0
ro(T1 + 25" + 1 gn(040)) =0

Como ¢, (0) = 0, entdo r,(x + x1) = 0, isto €, n‘:r; + x1. De modo andlogo, devemos

terx =x1 =0 ouxy =n —x. Dessa forma, obtemos:

(0,0), sex=y=0
(n—x,0) sex#0Ay=0

(951,91) =

No segundo caso, como qn(m) = 1, temos:

(@ + 218Y + u - ¢n(m)) =0 ro(x + 218 + 1) =0
o+ sV +u-gn(m)) =0 = ro(xy+2s™ Y +u) =0

rm(m) =0 0 =0

Da segunda equagdo, obtemos x1 = (—xs™ Y —u) (mod n) e, sendo xy € Z,, entdo
21 = rp(@1) = rp(—as™ Y —u).
Por outro lado, da primeira equagdo, obtemos x1s¥ = (—x — u) (mod n). Como

s,

assumimos que 1 = s™ (mod n), entdo 1 = x1s™ (mod n). Dai,

Ty =x18" = (115Y)(s"7Y) = (—r —u)(s"7Y) = (—xs™Y —us™Y)  (mod n)
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Além disso, deu(s—1) =0 (mod n), obtemos us = u (mod n). Por inducao, podemos
concluir que us® = u (mod n),Vk € N. Em particular, temos que us™ ¥ = u (mod n).

Isso nos permite obter x1 = (—xs™ ¥ —u) (mod n). Daf,

m-=y

x1 =1p(1) = 1rp(—28™ Y — )

Logo, a solugdao do sistema para y # 0 € o par (r,(—xzs™™Y —u), m —y).
Em sintese, nosso candidato a inverso do elemento (z,y) € G é o elemento (x1,y1) €
G, dado por:

(0,0), sex=y=0
(z,9)" = (#1,51) =} (n —x,0), sey =0
(rp(—xs™ Y —u),m—y), sey#0
Com essas consideracoes, inciemos a prova do teorema em questao.

Demonstragao. Inciaremos mostrando que e := (0,0) é o elemento neutro de G relativa-

mente a operacao @. Para isso, tomemos (z,y) € G, entao:

(2,4) ©(0,0) = (rn(z + 08" + ugm(y + 0), 7m(y + 0))
= (ra(z + ugm(y), rm(y))

= (ra(z +u-0),7m(y))

= (ra(z), rm (y))

= (

z,y)

(0,0) ® (2,y) = (rn(0 4+ 25° + ugm (0 + y), 7 (0 + 1))
= (ra(z +u-0),rm(y))
= (ra(2), )
= (

z,y)

Segue-se que e é o elemento neutro de G relativamente a operagao ©.

Agora, dado (z,y) € G, seja (z1,y1) € G, definido por:

(0,0), sex=y=0
(z1,91) = § (n — z,0), sey=20
(rp(—zs™Y —u),m—y), sey#0

Mostraremos que (z,y)"' = (21, v1).
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1° Caso: (x,y) = (0,0). Neste caso, temos

(#,y) © (z1,91) = (0,0) ® (0,0)

= (rn(0 + 08" + ugn (04 0)), 7, (0 + 0))
7,(0 40+ u - 0),0)
0,0)

(
(

<I7y) © <$17y1> = (070) = (‘rlvyl) © (l’,y)
2? Caso: y = 0. Neste caso, (z1,41) = (n — u,0). Temos, entao:
(CC,Z/> © (xlayl) = (l‘, O) © (n - $,O)

x4 (n — 2)s’ + ugy, (0 + 0)),7,(0 + 0))
r+n—1x+ugy,0)),r,(0))

)
3
PN

(21, 92) © (2,9) = (n — 2,0) © (=, 0)

El
|
s
_l’_
8
Cf.)
+
I
S
=
o
+
=
=
=
o
+
o
=

3% Casos: y # 0. Neste caso, (z1,y1) = (r,(—2xs™ Y —u),m —y). Entao:

(z,y) © (z1,51) = (2,9) © (ra(=2s"" —u),m —y)
(rn(:c+rn sV —u)s¥ + ug(y + (m —y)), rm(y + (m — 1))
= (ro(z + s y—u)sy—i-uqm(m)),rm(m))

rn(x—:zcs —us’ +u-1,0)

(
(rp(x(1—s™) —us’ +u,0), mas 1 —s™ =0 (modn)eus’=u (mod n)
(rn(z-0—u+u),0)

(0,0)
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w(z1,01) © (z,y) = (0,0)
—u),m—y) O (v,y)

P (rn (=27 = u) + 25" 7Y+ ugn ((m — y) + 1)), rm((m = y) +))
Po(—28™ Y — u+ 5™V + ugp(m)), rm(m))
(

(x1,71) © (x,y) = (rp(—xs

" (z,y) © (x1,y1) = (0,0)

Em ambos os casos, mostramos que (x,y) © (z1,41) = e = (z1,¥1) © (x,y). Isso nos

possibilita concluir que

(0,0) sex=0Ay=0
(z,9)" = (z1,1) = (n—x,0), sey=0
(Tn(_msmiy_u%m_y)v Sey#o
Deste modo, para concluir que (G,®) é um grupo, resta verificar que a operagao ©
sobre GG ¢é associativa. Sejam «, 3,7 € G, entao existem x,x1,22 € Z,, € Y,Y1,Y2 € L,

tais que a = (z,y), 5 = (x1,41) e v = (22,92). Apenas aplicando a defini¢gao da operagao,

obtemos o seguinte resultado para (o ® 8) ® v

(ra(ra( + 218Y + ugn(y + 1)) + 228"V + uge, (rn(y +91) + ¥2)), T (T (Y + 11) + 32))

Indiquemos por ¢, e t9, respectivamente, a primeira e segunda componente do elemento
(a® ) ©~. Dai,

P (T (y +y1) + 42)

T (T (Y + y1) + T (12))
Tm(Y + Y1 + y2)
(
(

Tm\Tm ( )+Tm(y1 +y2>>
= Tm(Y + Tm (Y1 + y2))
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Por outro lado, para a primeira componente, temos:

t1 = rn(ra(@ + 215Y 4 ugm(y + y1)) + 225" YD) Loug (ro (v + 1) + 12))
6) (i)
= rp(2 4+ 218Y + ugm(y + y1) + 228V + ug, (1o (y + y1) + 42))
(iii)
=rp(x + (21 + 225" )8" + u(@m (Y + Y1) + @ (T (Y + 31) + ¥2))
(iii)
= (@ + (21 + 225")sY + ugn(y + y1 + 2)
(iii)
= rp(z + (21 + 225" )" + w(@m(y1 + ¥2) + Gy + (Y1 + 12))))

=rp(x + (z1 + 228%)8Y + ugm(y1 + y2) + u@m(y + rm(y1 + y2)))
(iv)
= rp(T + (71 + 228"")8Y + us’q (Y1 + y2) + UG (Y + i (Y1 + 12)))

=rp(z + (1 + 228" + ugm(y1 + ¥2))s? + ugm(y + rm(y1 + y2)))
=rp(x 4 (rp(xr + 228% + ugn (1 + v2))) ¥ + ugm (y + rm(y1 + y2)))

(@®B)©y =1z + (Ta(z1 + 225" + ugm (Y1 + y2))) 8"
FuGm (Y + rm (Y1 + 92)))s Tm (Y + 1 (Y1 + 42)))

Assim, obtemos:

(@©B)©y=(2,y) © ((ru(z1 + 225" + ugm (Y1 + ¥2)), Tm (Y1 + ¥2))
= (2,y) © ((z1,11) © (72,102))
=a0 (oY)

Logo, a operagdo ® sobre G ¢ associativa e, portanto, (G,®) é um grupo. Agora,
precisamos mostrar que existem elementos a, b € G satisfazendo as relagoes em (x). Pondo
a:=(1,0) e b:= (0,1), observe que

a>=a®a=(1,0)0(1,0) = (r.(1+ 15"+ ugu(0+0)),7,,(0 + 0)) = (rn(2),0)

Isso nos indica que possivelmente teremos, para k € N, a* = (r,(k),0). De fato,

k k

Or (@) = ra( X ral:), vk € NAVa; € Z
i=1 i=1

(i) gy+y1 = grm(y+y1) (mod n)

D g (y + 91) + @ (rm(y + y1) + ¥2) = @ (Y + y1 +Y2) = @m (Y1 + 42) + G (y + r(y1 + 42))
(My(s —1) =0 mod n = us¥ =u mod n
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a® = (0,0) = (r,(0),0). Supondo que a* = (r,(k),0), para algum k € N — {0}, entao
+15° + ugyn (0 4 0), 7, (0 + 0))

Pelo Principio de Inducao, temos que a* = (r,(k),0), para todo k¥ € N. Como con-
sequéncia, a* = (k,0) # (0,0), para todo k € N; com 0 < k < n e a" = (r,(n),0) =
(0,0) = e. Logo, o(a) = n.

Além disso, note que b* = bob = (0,1)®(0,1) = (1,(0 + 0s' + ug, (1 +1)),rn(1+1)) =
(1 (U@ (2)), 7m(2)); isso nos leva a conjecturar que b* = (r,(ugn(k)),rm(k)). Para
k = 0, temos 0° = (0,0) = (r,(ugmn(0)),r,(0)). Para algum k¥ € N — {0}, suponha
que b* = (1, (uqm(k)), rm(k)). Entao,

P — pE o b
= (rn(ugm(k)), rm(k)) © (0,1)
= (ra(rn(ugm (k) + 05" + ugu (1 (k) + 1), 7 (r (k) + 1))
= (ro(ugm (k) + ugm (rm(k) + 1), rp(k + 1))
= (ra(u(gm (k) + @ (rm (k) + 1), ro(k + 1))
= (rn(u(@m (k) + 0+ g (rm (k) + 7m(1)), rm(k + 1))
= (rn(

(WG (k) + @ (1) + @ (rm(k) + 1 (1)), rm(k + 1))
™)
= (ro(ugm(k + 1)), rm(k + 1))

Novamente, pelo Principio de Indugao, temos b* = (7, (uqm(k)), 7m(k)) Vk € N. Dalf,
0" = (rn(ugm(m)), rm(m)) = (ra(u - 1)),0) = (ra(u),0) = a*
Além disso, se k € N e 0 < k < m, entao
0" = (ru(ugm(k)), 1 (k) = (ra(u - 0),k) = (0,k) # a"

Observe que (a) = {a* : k € Z} = {(r,(k),0) : k € Z}. Como b* = (0,k) ¢ (a), sem-

pre que k ¢ um mtelro entre 0 e m, podemos concluir quem = min {t : t € N — {0} A b' € (a)}.

(V)qm(a +b) = gm(a) + gm(d) + gm(rm(a) + rm (b)), Va,b € Z
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Também, temos que

@’ ®b=(r,(s),0) ®(0,1) = (rp(rn(s) + 0s° + ugn (0 + 1)), rn (0 + 1))
= (rm(s + ugm(1)), rm(1))
=bOa

Como n e m sa@o minimos satisfazendo a” = e e b™ € (a), pelo item (3) do teorema

10, segue-se que |(a,b)| = nm. Mas |G| = |Zy X Zm| = |Zs| - |Zyn| = nm e, portanto,

G = (a,b). O

3.2 Aplicagoes

A prova que apresentamos do Teorema Principal foi construtiva: além de garantir a
existéncia de grupos finitos gerados por dois elementos satisfazendo certas relagoes, ela
nos permite descrever explicitamente o conjunto subjacente e a operagao que o torna um
grupo. Deste modo, para ilustrar a pertinéncia e a utilidade do resultado, mostraremos
como ele pode ser utilizado para garantir a existéncia de certas familias classicas de grupos,
como os quatérnions generalizados @),, e os grupos diedrais D,,. Além disso, apresentamos
uma aplicagao adicional do teorema, esta, no contexto da classificacao de grupos: a partir
dele é possivel listar, a menos de isomorfismos, todos os grupos de ordem 2p, com p primo
impar. Esse resultado fornece uma descricao completa e elegante dos possiveis modelos
de grupos para essa classe de ordens.

12 Aplicagdo: Sejam n € N — {0,1,2},m = 2,u = 0 e s = n — 1, entdo s™ =
(n—12=1 (modn)eu(s—1) =0n—2) =0=0 (mod n). Logo, existe um grupo
finito G de ordem nm = 2n e «, 5 € G, tais que

;

G ={(ap)

a" =e (e- elemento neutro de G)
I

fa =a’p

\

O grupo G acima é tnico (a menos de isomorfismos) e, pela nossa demonstra¢ao

anterior, G = Z, X Zs e a operacao em G ¢é dada por

(2,y) © (x1,41) = (ru(@ + 21(n — 1)¥),r2(y + 1))

para todos (x,y), (x1,y1) € G e a e [ sdo, respectivamente, (1,0) e (0,1).

Uma outra forma de se obter GG é considerar o e 5 as permutagoes do grupo simétrico
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S,, dadas por

a,f:{1,2,---,n} — {1,2,---,n}
i — ai)=r,(i)+1
i — B) =01+ (1—01)n+2—1)

L i=y .
em que 0;; = , OU seja,
0, ©1#7J

123 -+ n—1n 1 2 3 -oon—1n
a:(2 34 - n 1> ‘ 62(1 non—1 - 3 2)
e tomar G como o subgrupo de S, gerado por o e 3, i.e., G = («, 5). Além disso, temos:
(I) B #1id e % = id.
(IT) Para todo i € {1,2,---,n} e todo k € N, temos a*(i) = r,(i + (k — 1)) + 1.
Consequentemente, obtemos:
(i) o # id, para 0 < k < n;
(i) o™ =id
Segue-se que n e m = 2 sdo minimos satisfazendo as igualdades o = id e ™ € ().
Portanto, a ordem de G = {(«, 5) é 2n.
Mostraremos agora que as afirmagoes em (I) e (IT) sao vdlidas e, portanto, que valem
(i) e (ii).
(I) B(2) = b9i + (1 — 62)(n+2—2) =0+ (1 —0)n =n #id(2). Logo, 5 # id. Dado
i €{1,2,--- ,n}, temos: 5%(i) = B(B(i)) = B(di1 + (1 — §;1)(n +2 —1)). Entao,

B(1), sei=1
fn+2—1i), sei#l

B(i) =
L, sei=1

B(7), sei#1,comj=n+2—i

1, se1 =1

S+ (=8 (n+2—j), seil

1, set=1

0+ (1-0)(n+2—j) poisiz1implica j > 2

1, set1=1

I
—l——

n+2—(n+2—1), sei#l1
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1, set=1

1, se1#1

B(i) =

Segue-se que $%(i) =i = id(i), para todo 7 € {1,2,--- ,n}. Portanto, 5 =
(IT) Dado i € {1,2,--- ,n}, temos a(i) = r, (i) + 1 =r,(i+ (1 —1)) + 1. Dado k € N,
suponhamos que of(i) = r,(i + (k — 1)) + 1. Dai,

(i) = of(a(i))
= af(ra (i) + 1)
(7), com j =1,(i) + 1
=r(j+(k—1))+1
n(rn(i) +1+(k=1))+1
r(rn(i) + k) + 1
n (P (rn (i) 4+ (k) 41
(
(
(

I
<

I
<

Tn(rn(7) + rn( )+ 1
k) +
((k+ 1) 1)+ 1.

=r,(t+
=rp(t+

Pelo Principio de Inducao, segue-se que o*(i) = r,,(i+ (k—1)) + 1, para todo k € N e todo
i €{1,2,---,n}. Como consequéncia, se 0 < k < n, entdo a*(1) =r,(1+ (k—1)) +1 =
ro(k)+1=k+1%#1=1id(1). Logo, o* # id.

Agora, dado i € {1,2,--- ,n}, temos:

a"(i)=rp(i+(n—1))+1
ra(l+(m—1)+1, sei=1
r((i—=1)+n)+1 sei#l
ra(n) + sei1=1
ru(rn(i — 1) Fra(n)+1 sei#1
041, sei=1
ra(i—1)+1 sei#1
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1, set=1
1, set#1
=1 =1d(i)

Portanto, o™ = id.

Para completar, mostremos que fa = o™ !3. Dado i € {1,2,--- ,n}, entdo
(8a)(i) = B(a(i)) = Blras) + 1)

Bli+1), sei#n

) {mn (L= buao)(n+2) = (i+1), sei#n
1, set=n
(n+2)—(i+1), sei#n

- {1, sei=n
n+l—i, sei#n

- {1, sei=n

= 0in+ (1 — 0in)(n+1—14)

Logo, (Ba)(i) = i + (1 — d4)(n + 1 — 7). Por outro lado, temos:

(@"'B)(i) = "*l(ﬁ(i))
a 11+
{ "ln 42 —1),

(n—1)
(n+2—1)+

)(n+2—1))

sei=1

se1# 1

-1))+1, sei=1
(n—=1)—1))+1, sei##1
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ro(n —1) + 1, sei=1
rn(n+(n—1)+1, sei#l

{(n1)+1, sei=1

ra(n—1)+1, sei#1l

-+ sei=1
(n—1)+ sei# 1

=(Mn—1i)+1

=0in+ (1 = 0in)(n—i+1)

= 0in + (1 — 03n)(n+ 1 —14)

~~

= (Ba)(i)

Segue-se que (Ba)(i) = (a"1B)(4), para todo i € {1,2,--- ,n}. Logo, fa) = a" 1.

Temos, portanto, que G é um grupo finito de ordem 2 - n, gerado por a e § satisfazendo

o =1id
B? =id
fa =a"'p

O grupo G, neste caso, é chamado de Grupo Diedral de ordem 2n, o qual é denotado
por D,, e coincide (i.e., isomorfo) com o grupo das simetrias de um poligono regular de n
lados.

22 Aplicagao: Sejan € N—{0,1,2}. Pondon' =2""!' m =2 u=2"2es=2""1-1,
temos:

sT=2" -1 =2 v =27l -+ 1 (D)

u(s —1) =2" 2" -1 -1)=2""232" 1 —2)=2""1(2" 2 ~1) (1))

De (I) e (II), pelo nosso teorema principal, existe um grupo G de ordem n'm = 2",

gerado por dois elementos «, 8 € G, tais que:

« =e

32 R
e |

pa  =a B

O grupo G acima é chamado dos quatérnions generalizados e é denotado por Q.
Também podemos obter este grupo como um subgrupo de GLy(C) das matrizes quadradas

de ordem 2 com entradas complexas, chamado de o grupo linear geral sobre C, do seguinte
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modo.
s 0 0
Sejama:e;”,a:[g _1] eﬁ:[ . . Temos que
a J—
. _
aanl . 1 O
01
g _ -1 0 _
0 -1
\Ba =ao2" 1B
a 0
Por inducdo, temos que o = 0 ot | para todo £ € N. Mas, para todo k£ € N;
a

com 0 < k < 271, temos ab = ezt = cos(22E) 4 isin(22%) # 1. Dai, concluimos que
) - - on—1 on—1 . ) q

n =2""! e m = 2 sao minimos satisfazendo a™ = e e 8™ € (a). Logo, |Q,| = nm = 2".

Observacao 18. ), 2 Don-1, pois, ), possui um unico elemento de ordem 2, o elemento
-1 0

0 -1
rotacoes espaciais, caso Don-1 seja o grupo de simetria de um poligono reqular de 21

n—1__
, enquanto que em Dan-1, todos os elementos 3,af3, a3, - ,a®" ~'8 (as

lados) tém ordem 2.

32 Aplicagao: Seja p € N um nimero primo impar. Mostraremos que Zo, ¢ D, sdo
os unicos grupos de ordem 2p, a menos de isomorfismos.

Seja G um grupo de ordem 2p. Inicialmente, mostraremos que: (i) G possui um
elemento a de ordem p e (ii) G possui um elemento b de ordem 2.

Se G for ciclico gerado por v, tome a := +2. Se G nao for ciclico, entao, pelo Teorema
de Lagrange, temos o(g) € {2,p},Vg € G — {e}. Suponha por absurdo que G nao possui

elemento de ordem p, entdo G ¢ abeliano. Dai, Se a € G e b € G — (a), entdo

a> =e
¥ =e¢€(a)
ba =a'd

E portanto, |{(a,b)| = 2-2 = 4, uma contradicao, pois 4 f2p. Isso mostra que G admite
elemento de ordem p, o qual representaremos por a.
Seja H := (a), como |H| = p, entdao (G : H) = 2. Pelo exercicio 21, concluimos que
H < G. Sejag € G—H. Como gH € (G/H) e |(G/H)| = 2, entdo (gH)*> = eH. Dali,
g* € H. Logo,
[{g®)|IH| = [g*)] € {1.p}

Temos, entao, dois casos a analisar:
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1° Caso: o(g*) = 1. Neste caso, g = (¢*)' = e e, como g # e, concluimos que
o(g) = 2. Dai, ponha b := g.

29 Caso: 0o(g?) = p. Neste caso, (¢%)P = e, isso implica que o(¢g?) = 2. Dai, ponha
b:= g".

Portanto, GG possui um elemento de ordem 2 em ambos os casos. Seja b este elemento.

Em sintese, ja obtemos n := p, m := 2 e, como b*> = e = a’

, escolheremos u = 0. Assim,

basta determinar s para que seja possivel utilizar o teorema principal deste trabalho.
Recordemos que, se (a,b) é um grupo de nm elementos satisfazendo as relagoes em

(*), entdo deve ocorrer s™ =1 (mod p), isto é p|s* —1 = (s+ 1)(s — 1). Sendo p primo,

concluimos que p|(s + 1) ou p|(s — 1). Isso nos leva a escolher s = p — 1 ou s = 1. Dal,

temos ) )
G = <a’ b> G = <a, b>
a? =e a =e
ou <
2 — g0 o= g0
\ba = aP~ 1D \ba =a'b

No caso em que s = p — 1, temos que G ~ D,. Para o caso em que s = 1, temos
que a e b comutam. Além disso, mdc(o(a),o(b)) = mdc(p,2) = 1. Pela proposigao 16,

concluimos que o(ab) = o(a)o(b) = 2p. Logo, G ¢ ciclico e, portanto, isomorfo a Zy,.

4 Consideracoes Finais

O estudo desenvolvido ao longo deste trabalho teve como propésito provar, por meio de
uma demonstracao fundamentada principalmente em resultados elementares da teoria dos
grupos, que as congruéncias s =1 (mod n) e u(s—1) =0 (mod n), além de necessarias,
sao condigoes suficientes para a existéncia de grupos finitos da forma G = (a, b), definidos
pelas relacoes a™ = e, b = a" e ba = a®b. A motivacao para essa abordagem decorreu da
lacuna expositiva identificada na literatura consultada, na qual o caso u # 0 é mencionado,
mas nao demonstrado.

A partir dessa lacuna, buscamos construir uma argumentacao que, além de rigorosa,
fosse pedagogicamente transparente. A estratégia de apresentar primeiro as implicacoes
algébricas das relacoes dadas, seguida da construcao explicita do grupo como um conjunto
de pares ordenados dotado de uma operacao cuidadosamente definida, revelou-se adequada
para alcancar esse objetivo.

As aplicagoes apresentadas ao final do Capitulo 3 reforcam o potencial do Teorema
Principal como ferramenta para a compreensao de classes importantes de grupos finitos.
Em particular, mostramos como os quatérnions generalizados @), e o grupo diedral D,
emergem naturalmente como casos especiais das relagdes (x), e como o resultado obtido

permite ainda uma classificacao direta e elegante de todos os grupos de ordem 2p, com p
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primo impar. Essas aplicacoes ilustram a utilidade, abrangéncia e simplicidade estrutural
que a apresentacao estudada pode oferecer no contexto da classificacao de grupos de
pequena ordem.

Do ponto de vista didatico, acreditamos que o material desenvolvido contribui para
tornar mais acessivel um tema que, frequentemente, é apresentado por meio de técnicas
mais sofisticadas ou com motivagoes pouco explicitadas. A demonstracao construida
procura nao apenas estabelecer a validade do resultado, mas também oferecer ao leitor o
encadeamento conceitual que naturalmente leva as escolhas feitas ao longo do processo.

Como possivel desdobramento desta pesquisa, identificamos que Garcia (1985) afirma
que, com os mesmos métodos utilizados no caso de dois geradores, pode-se obter um
resultado analogo para grupos finitos gerados por trés elementos. Ressaltamos, entretanto,
que no texto consultado o autor nao apresenta demonstracao desse fato, limitando-se a
enunciar as condi¢oes envolvidas.

Mais precisamente, Garcia (1985, p.386-387) afirma que, se n, m, p,u,t,s,r € N, entao,

existe um grupo G = (a, b, ¢) de ordem nmp, satisfazendo as relagoes

a” = e, b™ = a", ? =e, ba = a'b, ca = a’c, ch="1"c,

se, e somente se, as seguintes congruéncias abaixo sao verificadas:
t"=1 (mod n), s =1 (mod n), P =1 (mod (mn/mdc(u,n)))

t"'=1 (mod n), u(szty—rz) =0 (mod n), 0<y<m, 0<z<np.

Assim, um desdobramento natural deste trabalho consiste em investigar se o método
construtivo desenvolvido para o caso de dois geradores pode, de fato, ser estendido ao
caso de trés elementos, de modo a proceder de forma andloga ao que realizamos aqui,
produzindo uma demonstracao fundamentada e acompanhada da motivacao que esclareca

os raciocinios envolvidos na prova da afirmacao em questao.
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