
UNIVERSIDADE DO ESTADO DA BAHIA
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concentração: Álgebra.
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Prof. Me. Lúıs Roque Rodrigues de Jesus

(Orientador)

Prof. Dra. Maridete Brito Cunha Ferreira

Examinadora Interna (DCET-II/UNEB)

Prof. Ma. Glaene Santos Santiago Mendonça

Examinadora Externa (UFBA)

ALAGOINHAS
2025
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E isso não significava nada.
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Resumo

Este trabalho apresenta uma demonstração construtiva e didática para a existência de

grupos finitos da forma G = ⟨a, b⟩ definidos pelas relações an = e, bm = au e ba = asb. O

objetivo principal é provar a suficiência das condições de congruência sm ≡ 1 (mod n) e

u(s− 1) ≡ 0 (mod n), as quais, como se sabe, são também necessárias para a existência

de tais grupos (os quais são únicos, a menos de isomorfismos). A abordagem inicia-se

com uma motivação detalhada que torna expĺıcitas as idéias que conduzem naturalmente

à escolha do grupo candidato e da sua operação binária. Em seguida, a construção é

realizada explicitamente sobre um conjunto de pares ordenados, utilizando apenas fer-

ramentas elementares da Teoria de Grupos e Teoria dos números, aritmética modular,

indução e propriedades elementares de homomorfismos. Como consequência, obtém-se a

garantia da existência dos grupos dos quatérnions generalizados Qn e dos grupos diedrais

Dn, além da classificação completa dos grupos de ordem 2p, com p primo ı́mpar. Como

desdobramento natural, aponta-se para a possibilidade de estender o método constru-

tivo aqui desenvolvido ao caso de grupos gerados por três elementos, conforme sugerido,

mas não demonstrado, na literatura consultada. O trabalho destaca-se, portanto, por

oferecer uma prova completa, pedagogicamente orientada e motivada desde as escolhas

construtivas iniciais, preenchendo uma lacuna expositiva na literatura.

Palavras-chave: Grupos finitamente gerados; Subgrupo gerado; Condição suficiente;

Teorema de Existência; Demonstração Motivada.



Abstract

This work presents a constructive and didactic proof for the existence of finite groups

of the form G = ⟨a, b⟩ defined by the relations an = e, bm = au, and ba = asb. The

main objective is to prove the sufficiency of the congruence conditions sm ≡ 1 (mod n)

and u(s − 1) ≡ 0 (mod n), which, as is known, are also necessary for the existence of

such groups (and which are unique up to isomorphism). The approach begins with a

detailed motivation that makes explicit the ideas that naturally lead to the choice of the

candidate group and its binary operation. Subsequently, the construction is explicitly

carried out on a set of ordered pairs, using only elementary tools from Group Theory and

Number Theory, modular arithmetic, induction, and basic properties of homomorphisms.

As a consequence, the existence of the generalized quaternion groups Qn and the dihedral

groups Dn is guaranteed, in addition to the complete classification of groups of order

2p, where p is an odd prime. As a natural continuation, the possibility of extending the

constructive method developed here to the case of groups generated by three elements is

pointed out, as suggested but not demonstrated in the consulted literature. This work thus

stands out for offering a complete, pedagogically oriented, and motivationally grounded

proof from the initial constructive choices, filling an expository gap in the literature.

Keywords: Finitely generated groups; Generated subgroup; Sufficient condition; Exis-

tence theorem; Motivated proof.
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1 Introdução

As estruturas algébricas constituem objetos de grande relevância em Álgebra e são

definidas como conjuntos dotados de operações que satisfazem certas propriedades. Entre

essas estruturas destacam-se os grupos, cujo conceito, como observa Milies (2022), envolve

um elevado grau de abstração e figura entre os primeiros a serem formulados com tal

generalidade, tendo suas ráızes nos estudos históricos de grupos de permutações, os quais

estavam ligados à resolução de equações algébricas por radicais.

No âmbito dos grupos finitos, aqueles gerados por um único elemento podem ser fa-

cilmente classificados. Contudo, como mencionam Garcia e Lequain (2022), o mesmo

não ocorre com grupos finitos gerados por dois elementos, cuja estrutura pode se tornar

significativamente mais complexa e de dif́ıcil descrição. Apesar disso, alguns casos parti-

culares em que certas relações são satisfeitas tornam o trabalho com grupos gerados por

dois elementos mais acesśıvel e, ainda assim, conduzem a resultados relevantes. É preci-

samente nesse cenário que se insere o presente trabalho. Investigaremos grupos finitos da

forma G = ⟨a, b⟩, submetidos às relações an = e, bm = au e ba = asb. Nosso objetivo é

demonstrar um teorema que estabelece condições suficientes para a existência de grupos

com essa configuração.

A motivação para esta investigação originou-se do estudo da obra de Garcia e Lequain

(2022). Os autores, ao tratarem de grupos finitos gerados por dois elementos, apresentam

condições de congruência envolvendo os inteiros n,m, s e u como necessárias e suficientes

para a existência de um (único, a menos de isomorfismos) grupo satisfazendo as relações

mencionadas anteriormente. No entanto, os autores apresentam a demonstração da su-

ficiência apenas para o caso particular u = 0, justificando que a prova do caso geral seria

excessivamente técnica. Além disso, mesmo para esse caso particular, precisam primeiro

introduzir uma ferramenta mais avançada: o produto semidireto de grupos. Esta lacuna

expositiva motivou a questão central que norteou este trabalho: seria posśıvel, utilizando

apenas as ferramentas elementares da teoria de grupos já dispońıveis até aquele ponto,

construir uma prova completa, acesśıvel e bem motivada do caso geral?

A pertinência desta questão reforçou-se ao se consultar uma exposição alternativa,

onde Garcia (1985) (inspirado em notas de aula do professor Yves Lequain) exibe um

candidato ao grupo, porém sem apresentar a motivação subjacente à sua construção e

sem, possivelmente devido a limitações de espaço, verificar em detalhes que tal objeto de

fato satisfaz todas as relações impostas. Assim, o presente trabalho posiciona-se como

uma contribuição de caráter didático e de śıntese, preenchendo essa lacuna ao oferecer

uma demonstração, apoiada exclusivamente nos recursos introduzidos até o ponto em que

é apresentada, bem como explicitar a motivação que guiou sua formulação.

A demonstração do Teorema Principal foi construtiva. A motivação inicial permitiu

descrever os racioćınios necessários para formular o grupo e a operação. Em seguida,
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para estabelecer a suficiência, constrúımos explicitamente o grupo G como um conjunto

de pares ordenados munido de uma operação cuidadosamente definida. A verificação de

que esta operação, sobre o conjunto dado, define de fato um grupo que satisfaz as relações

esperadas utilizou: indução, propriedades de homomorfismos, aritmética modular, pro-

priedades sobre o quociente e o resto da divisão euclidiana de inteiros e outros resultados

básicos sobre grupos.

A relevância deste resultado reside não apenas em seu valor didático. Na seção de

aplicações, demonstramos como o Teorema Principal fornece um método alternativo e

elegante para: (i) garantir a existência dos quatérnions generalizados Qn e do grupo

diedral Dn; (ii) classificar, de forma concisa, todos os grupos de ordem 2p, em que p é um

primo ı́mpar.

Este trabalho está organizado da seguinte forma: no Caṕıtulo 2, revisamos os concei-

tos fundamentais de grupos, subgrupos e homomorfismos. No Caṕıtulo 3, apresentamos

resultados espećıficos sobre grupos finitos gerados por dois elementos e desenvolvemos

tanto a motivação quanto a demonstração detalhada do Teorema Principal, encerrando

o caṕıtulo com três aplicações desse resultado. Por fim, nas Considerações Finais, sinte-

tizamos as contribuições alcançadas e indicamos posśıveis desdobramentos para estudos

futuros.
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2 Teoria Básica de Grupos

2.1 Grupos

Um grupo é uma estrutura algébrica composta por um conjunto não vazio G e uma

operação binária que satisfaz certas propriedades fundamentais. Nesta seção, apresenta-

mos precisamente a definição de grupo, introduzimos notações utilizadas ao longo deste

trabalho, verificamos propriedades básicas decorrentes da definição e exibimos exemplos

de grupos.

Definição 1. Uma operação binária sobre um conjunto G é uma função

· : G×G −→ G

(a, b) 7−→ a · b

Exemplo 1. Sejam n ∈ N− {0} e z ∈ Z. Iremos utilizar a notação rn(z) para indicar o

resto da divisão euclidiana de z por n. Assim, sobre o conjunto Zn := {0, 1, 2, · · · , n− 1},
definimos a operação

⊕
n
: Zn × Zn −→ Zn

(a, b) 7−→ a⊕
n
b = rn(a+ b)

Exemplo 2. Sejam n ∈ N − {0} e Z∗
n := {m : m ∈ Zn ∧mdc(m,n) = 1}. Se a, b ∈ Z∗

n,

então mdc(a, n) = 1 e mdc(b, n) = 1. Pelo teorema de Bezout, existem q, r, s, t ∈ Z tais

que bs+ nt = 1 = aq + nr. Dáı,

12 = (bs+ nt)(aq + nr)

= bsaq + ntaq + bsnr + n2tr

= ab(qs) + n(taq + bsr + ntr)

Pelo algoritmo da divisão, existem p, rn(ab) ∈ Z, com 0 ≤ rn(ab) < n, tal que ab =

pn+ rn(ab). Logo,

1 = (pn+ rn(ab))(qs) + n(taq + bsr + ntr)

= pqsn+ rn(ab)(qs) + n(taq + bsr + ntr)

= rn(ab)(qs) + n(taq + bsr + ntr + pqs)

Pela rećıproca do teorema de Bezout (que vale quando o máximo divisor comum entre

dois números é um), obtemos que mdc(rn(ab), n) = 1 e, portanto, rn(ab) ∈ Z∗
n. Logo, ⊙

n

é uma operação sobre Z∗
n, definida por a⊙

n
b = rn(ab), para todos a, b ∈ Z∗

n.
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Definição 2. Sejam P e Q pontos quaisquer. Denotaremos por d(P,Q) a distância entre

P e Q. Seja F uma figura geométrica (qualquer conjunto de pontos). Uma simetria de

F é uma função f : F −→ F que satisfaz as seguintes propriedades

(1) f é bijetiva.

(2) f preserva a distância entre pontos de F , i.e., d(f(Q), f(P )) = d(P,Q); ∀P,Q ∈ F .

Exemplo 3. Seja F uma figura geométrica e SF o conjunto das simetrias da figura F .

Então, a composição de funções reestrita ao conjunto SF é uma operação sobre SF .

Com efeito, sendo f, g ∈ SF , então f ◦ g : F −→ F é bijetiva, pois a composição de

funções bijetivas, é também uma função bijetiva. Além disso, dados P,Q ∈ F , temos

d ((f ◦ g)(P ), (f ◦ g)(Q)) = d ((f(g(P )), f(g(Q)))

(1)
= d ((g(P )), g(Q)))

(2)
= d(P,Q)

As igualdades (1) e (2) decorrem, respectivamente, do fato de f e g serem simetrias

de F , aplicadas em pontos de F . Logo, f ◦ g ∈ SF e, portanto, ◦ é uma operação sobre

SF .

Definição 3. Sejam G um conjunto e · uma operação binária sobre G. Dizemos que (G, ·)
é um grupo se

(1) A operação é associativa, isto é, (a · b) · c = a · (b · c), para todo a, b, c ∈ G.

(2) O conjunto G admite elemento neutro relativamente a operação ·, i.e., ∃e ∈ G tal

que g · e = g = g · e, ∀g ∈ G.

(3) Todo elemento em G admite um inverso, i.e., ∀a ∈ G, ∃b ∈ G,tal que a·b = e = b·a
Além disso, dizemos que (G, ·) é um grupo comutativo (ou abeliano) se, além das

condições anteriores, é satisfeita

(4) A operação é comutativa, ou seja, a · b = b · a, para todos a, b ∈ G.

Observação 1. Quando não houver ambiguidade, escreveremos G para denotar o grupo

(G, ·) e ab para denotar o composto a · b de dois elementos a, b ∈ G.

Antes de darmos exemplos de grupos, vamos mostrar algumas propriedades que de-

correm imediatamente da definição de grupo, e que nos serão úteis posteriormente.

Proposição 1. (1) O elemento neutro de um grupo é único.

(2) O inverso de um elemento do grupo é único.

Demonstração. (1) Sejam (G, ·) um grupo e e, e′ elementos neutro em G. Como e′ é

elemento neutro, temos que e = ee′. Mas do fato de e também ser elemento neutro, temos

que ee′ = e′. Portanto, e = e′. Isso mostra que e é o único elemento neutro de G.
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(2) Sejam G um grupo, g ∈ G e b, b′ ∈ G inversos do elemento g. Então, gb = e = gb′,

donde segue-se ao se aplicar b à esquerda em ambos os membros da igualdade gb = gb′,

que b = b′.

Observação 2. Em virtude da unicidade do inverso de um elemento a em um grupo,

denotaremos esse elemento por a−1 quando o grupo for multiplicativo, e por −a, quando
o grupo for aditivo.

Proposição 2. (1) Se G é um grupo e a, b ∈ G, então a equação x·a = b (respectivamente,

a · x = b) tem uma única solução.

(2) Se a, b ∈ G, então (ab)−1 = b−1a−1

Demonstração. (1) Evidentemente, ba−1 é uma solução da equação x · a = b. Suponha

que c ∈ G é uma solução da equação. Então,

ca = b⇒ caa−1 = ba−1 ⇒ ce = ba−1 ⇒ c = ba−1

Portanto, ba−1 é a única solução da equação dada. De modo análogo mostra-se que a−1b

é a única solução da equação a · x = b.

(2) Sejam a, b ∈ G. Então, (ab)(b−1a−1) = a(bb−1)a−1 = aea−1 = aa−1 = e. De modo

análogo, podemos concluir que (b−1a−1)(ab) = e. Logo, b−1a−1 é o inverso do elemento

ab, isto é, (ab)−1 = b−1a−1.

Neste trabalho, iremos assumir que (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+), (Q − {0}, ·), (R −
{0}, ·) e (C− {0}, ·) são grupos abelianos. As provas desses fatos podem ser encontradas

em (FERREIRA, 2022).

Exemplo 4. Seja n ∈ N− {0}. O conjunto Zn := {0, 1, 2, · · · , n− 1} com a operação

⊕
n
: Zn × Zn −→ Zn

(a, b) 7−→ a⊕
n
b = rn(a+ b)

é um grupo abeliano.

De fato, dados a, b, c ∈ Zn,temos

(a⊕
n
b)⊕

n
c = rn(a+ b)⊕

n
c = rn(rn(a+ b) + c)
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Note que, sendo k ∈ Zn, temos que rn(k) = k. Dáı, segue-se que

(a⊕
n
b)⊕

n
c = rn(rn(a+ b) + rn(c))

= rn((a+ b) + c))

= rn(a+ (b+ c)))

= rn(rn(a) + rn(b+ c))

= rn(a+ b⊕
n
c)

= a⊕
n
(b⊕

n
c)

Portanto, a operação ⊕
n
sobre Zn é associativa. Além disso, temos

a⊕
n
b = rn(a+ b) = rn(b+ a) = b⊕

n
a

Isso prova a comutatividade da operação ⊕
n
sobre Zn.

É evidente que 0 ∈ Zn é o elemento neutro, relativamente a operação ⊕
n
, pois a ⊕

n

0 = rn(a + 0) = rn(a) = a, donde conclúımos pela comutatividade da operação, que

a⊕
n
0 = a = 0⊕

n
a.

Por fim, para mostrar que todo elemento de a ∈ Zn é simetrizável (admite inverso

aditivo), analisaremos dois casos:

1º Caso: a = 0. Neste caso, a ⊕
n
a = 0 ⊕

n
0 = rn(0 + 0) = rn(0) = 0. Logo, 0 ∈ Zn é

simetrizável e seu simétrico é ele próprio, isto é, −0 = 0.

2º Caso: a ∈ Zn − {0}. Neste caso, afirmamos que −a = n − a. Inicialmente,

precisamos mostrar que n−a ∈ Zn, pois por definição, dado um elemento qualquer em um

grupo, seu inverso também deve ser um elemento no grupo. Note que, sendo a ∈ Zn−{0},
então

1 ≤ a < n⇒ −n < −a ≤ −1 ⇒ 0 < n− a ≤ n− 1 < n

Portanto, n − a ∈ Zn. Além disso, (n − a) ⊕
n
a = rn(n − a + a) = rn(n) = 0. Pela

comutatividade da operação, obtemos a⊕
n
(n− a) = 0, o que conclúı o segundo caso.

Como provamos que a operação ⊕
n
sobre Zn é associativa, comutativa, admite elemento

neutro e todo elemento é simetrizável, podemos concluir que (Zn,⊕
n
) é um grupo abeliano.

Exemplo 5. Dado n ∈ N− {0}. O conjunto Z∗
n := {m : m ∈ Zn

∧
mdc(m,n) = 1} com

a operação ⊙
n
é um grupo abeliano.

A associatividade e comutatividade podem ser provadas de modo análogo ao exemplo

anterior, com exceção de que utilizaremos a identidade rn(a · b) = rn(rn(a) · rn(b)), ao
invés da identidade para o resto da soma de dois inteiros. Além disso, facilmente prova-

se que 1 é o elemento neutro de Zn relativamente a operação ⊙
n
. Mostraremos, que todo

elemento em Z∗
n é simetrizável relativamente à operação ⊙

n
.
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Seja m ∈ Z∗
n. Então, mdc(m,n) = 1 e assim, pelo Teorema de Bezout, existem

x, y ∈ Z tais que mx + ny
(∗)
= 1, ou seja, mx

(∗∗)
= n(−y) + 1 e, portanto, rn(mx) = 1, isto

é, m ⊙
n
x = 1. Contudo, não podemos afirmar que x é o simétrico procurado, pois não

podemos garantir que x ∈ Z∗
n .

Pelo algoritmo da divisão, existem q, r ∈ Z tais que x = qn + r, com 0 ≤ r < n.

Logo, r ∈ Zn. Dáı, substituindo x em (∗) e utilizando a rećıproca do Teorema de Bezout,

obtemos mdc(r, a) = 1. Logo r ∈ Z∗
n. Por outro lado,substituindo x em (∗∗), obtemos:

m(qn+ r) = n(−y) + 1 ⇒ mr = n(−y −mq) + 1 ⇒ rn(mr) = 1

Logo, r ∈ Z∗
n e m ⊙

n
r = 1. Como a operação é comutativa, obtemos r ⊙

n
m = 1 e,

portanto, m−1 = r, o que conclui a demonstração de que (Zn,⊙
n
) é um grupo abeliano.

Definição 4. Seja E um conjunto não-vazio. Uma permutação de E é uma bijeção

f : E −→ E.

Exemplo 6. O conjunto S(E) das permutações de E munido da composição de funções

◦ é um grupo.

Sejam f, g, h ∈ S(E) e x ∈ E, então

((f ◦ g) ◦ h) (x) = (f ◦ g)(h(x))

= f (g(h(x))

= f ((g ◦ h)(x))

= (f ◦ (g ◦ h)) (x)

Logo, (f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h). Assim, conclui-se que a operação ◦ é associativa em

S(E).

Seja IdE : E −→ E a função identidade, definida por IdE(x) = x, para todo x ∈ E.

Sendo uma bijeção, é claro que IdE ∈ S(E). Além disso, temos que

(IdE ◦ f)(x) = IdE(f(x)) = f(x) = f(IdE(x)) = (f ◦ IdE)(x),

ou seja, IdE ◦ f = f = f ◦ IdE. Isso prova que IdE é o elemento neutro de S(E)

relativamente à composição de funções.

Por fim, seja f ∈ S(E). Como f : E −→ E é uma bijeção, existe f−1 : E −→ E que

também é uma bijeção, e portanto, f−1 ∈ S(E). Evidentemente, f ◦f−1 = IdE = f−1 ◦f ,
donde podemos concluir que todo elemento f ∈ S(E) é inverśıvel. Logo, (S(E), ◦) é um

grupo.

Observação 3. Se E é finito e possui n ∈ N elementos, então S(E) é finito e possui n!

elementos.
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Proposição 3. Se E possúı mais do que dois elementos, S(E) não é abeliano.

Demonstração. Seja E um conjunto com mais de dois elementos. Então existem a, b, c ∈ E

distintos dois a dois. Considere agora f, g ∈ S(E),tais que

f(x) =



b, se x = a

c, se x = b

a, se x = c

x, se x ∈ E − {a, b, c}

, g(x) =



a, se x = a

c, se x = b

b, se x = c

x, se x ∈ E − {a, b, c}

Note que (f ◦ g)(a) = f(g(a)) = f(a) = b e (g ◦ f)(a) = g(f(a)) = g(b) = c. Logo,

f ◦ g ̸= g ◦ f e, portanto, (S(E), ◦) não é abeliano, sempre que E possui mais de dois

elementos.

Observação 4. Quando E = {1, 2, ..., n}, denotaremos S(E) por Sn e o grupo (Sn, ◦) é
chamado de grupo simétrico de grau n. Cada elemento f ∈ Sné denotado por

f =

(
1 2 · · · n

f(1) f(2) · · · f(n)

)

Deste modo, sendo E = {1, 2, 3}, os elementos do grupo S3 são

S3 =


IdE =

(
1 2 3

1 2 3

)
, f1 =

(
1 2 3

1 3 2

)
, f2 =

(
1 2 3

2 1 3

)
,

f3 =

(
1 2 3

2 3 1

)
, f4 =

(
1 2 3

3 1 2

)
, f5 =

(
1 2 3

3 2 1

)


Exemplo 7. Seja F uma figura geométrica. Então, (SF , ◦) é um grupo, chamado de

grupo das simetrias de F .
Sejam f, g, h ∈ SF . Já mostramos que ◦ está bem definida em SF . Deste modo,

(f ◦ g) ◦ h, f ◦ (g ◦ h) ∈ SF . Além disso, como a composição de funções é associativa,

ocorre (f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h). Portanto, a operação de composição é associativa no

conjunto de simetrias da figura F .

A função IdF : F −→ F é o elemento neutro de SF relativamente a operação ◦, pois,
para todo f ∈ SF , tem-se IdF ◦ f = f ◦ IdF = f .

Por fim, se f ∈ SF . Então, f : F −→ F é uma bijeção e portanto, f−1 : F −→ F está

bem definida e é, também, uma bijeção. Além disso, se P,Q ∈ F , então f−1(P ), f−1(Q) ∈
F . Dáı, sendo f uma simetria de F , então
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d(f−1(P ), f−1(Q)) = d
(
f((f−1)(P )), f((f−1)(Q))

)
= d

(
(f ◦ f−1)(P ), (f ◦ f−1)(Q)

)
= d(IdF(P ), IdF(Q))

= d(P,Q)

Donde conclúımos que f−1 ∈ SF , e assim, (SF , ◦) é um grupo.

Exemplo 8. Seja {Gm}m∈{1,··· ,n} uma famı́lia de conjuntos não vazios. Para cada m ∈
{1, · · · , n}, suponha que ·

m
seja uma operação sobre Gm. Nestas condições, defina a

operação · sobre (G1 × · · · ×Gn), pondo

(a1, · · · , an) · (b1, · · · , bn) := (a1 ·
1
b1, · · · , an ·

n
bn)

Temos: se para todom ∈ {1, · · · , n}, o par (Gm, ·
m
) for um grupo, então (G1 × · · · ×Gn, ·)

é um grupo.

Com efeito, sendo {Gm}m∈{1,··· ,n} uma famı́lia de grupos, então para cadam ∈ {1, · · · , n},
seja em o elemento neutro em Gm. Afirmamos que (e1, · · · , en) ∈ G1 × G2 × · · · × Gn

é o elemento neutro, relativamente a operação definida anteriormente. De fato, se α ∈
G1 ×G2 × · · · ×Gn, para cada m ∈ {1, · · · , n}, existe am ∈ Gn, tal que α = (a1, · · · , an).
Dáı, temos

(e1, · · · , en) · α = (e1 ·
1
a1, · · · , en ·

n
an) = (a1, · · · , an),

α · (e1, · · · , en) = (a1 ·
1
e1, · · · , an ·

n
en) = (a1, · · · , an),

∴ (e1, · · · , en) · α = α = α · (e1, · · · , en)

Além disso, como {Gm}m∈{1,··· ,n} é uma famı́lia de grupos, então para cada m ∈
{1, · · · , n} , existe um único a−1

m ∈ Gm. Logo, (a
−1
1 , · · · , a−1

n ) ∈ (G1 × · · · ×Gn). Segue-se

então que

(a1, · · · , an) · (a−1
1 , · · · , a−1

n ) = (a1 ·
1
a−1
1 , · · · , an ·

n
a−1
n )

= (e1, · · · , en)

De modo análogo, mostra-se que (a−1
1 , · · · , a−1

n )·(a1, · · · , an) = (e1, · · · , en). Portanto,
α−1 = (a−1

1 , · · · , a−1
n ).

Agora, tomando β, γ ∈ (G1 × · · · ×Gn), devem existir bm, cm ∈ Gm, ∀m ∈ {1, · · · , n},
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tais que β = (b1, · · · , bn) e γ = (c1, · · · , cn). Dáı

α · (β · γ) = (a1, · · · , a2) · (b1 ·
1
c1, · · · , bn ·

n
cn)

= (a1 ·
1
(b1 ·

1
c1), · · · , an ·

n
(bn ·

n
cn))

= ((a1 ·
1
b1) ·

1
c1), · · · , (an ·

n
bn) ·

n
cn)), pela associatividade em (Gm, ·

m
), ∀m ∈ {1, · · · , n}

= (a1 ·
1
b1, · · · , an ·

n
bn) · (c1, · · · , cn)

= ((a1, · · · , an) · (b1, · · · , bn)) · (c1, · · · , cn)

= (α · β) · γ

Portanto, (G1 ×G2 × · · · ×Gn, ·) é um grupo.

Observação 5. O grupo do exemplo anterior é chamado de Produto Direto dos grupos

G1, G2, · · · , Gn.

2.2 Subgrupos

Nem todo subconjunto de um grupo é, necessariamente, um grupo. No entanto, há

subconjuntos que, quando considerados com a mesma operação do grupo ao qual estão

contidos, satisfazem as propriedades necessárias para manter a estrutura de grupo, estes

são os subgrupos. A noção de subgrupo é particularmente importante, pois facilita a

verificação de que um determinado conjunto munido de uma operação é, de fato, um

grupo, reduzindo a quantidade de propriedades que precisam ser verificadas, além de

possibilitar a obtenção de novos exemplos de grupos a partir de estruturas já conhecidas.

Nesta seção, apresentamos critérios que permitem identificar quando certos subcon-

juntos de um grupo são, ainda, grupos; bem como exemplos e propriedades fundamentais

dos subgrupos. Além disso, abordamos o processo de construção de novos grupos a partir

de subconjuntos quaisquer de um grupo, por meio da noção de grupo gerado por um sub-

conjunto. Esse conceito é central neste trabalho, uma vez que nosso Teorema principal,

envolve a existência de um grupo desse tipo.

Definição 5. Sejam (G, ·) um grupo e ∅ ̸= H ⊆ G. Dizemos que H é um um subgrupo de

G (e denotamos por H ≤ G), quando, com a operação de G, o conjunto H é um grupo,

isto é, quando as condições seguintes são satisfeitas:

(i) h1, h2 ∈ H ⇒ h1 · h2 ∈ H.

(ii) (h1 · h2) · h3 = h1 · (h2 · h3), para todo h1, h2, h3 ∈ H.

(iii) ∃eH ∈ H tal que eH · h = h = eH · h, ∀h ∈ H (eH é o elemento neutro de H).

(iv) ∀h ∈ H, existe k ∈ H tal que h · k = eH = k · h (k é o simétrico de h em H).

Proposição 4. (1) Sejam G um grupo e H ≤ G. O elemento neutro de H é o mesmo de

G.
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(2) Dado h ∈ H, o inverso de h em H é igual ao inverso de h em G.

Demonstração. (1) Sejam eH ∈ H, eG ∈ G respectivamente os elementos neutro de H e

de G. Dáı, tomando h ∈ H, temos eH · h = h e eG · h = h

eH · h = eG · h

eH · h · h−1 =eG · h · h−1

eH · eG = eG · eG
eH = eG.

(2) Sejam hH ∈ H e hG ∈ G, respectivamente os inversos do elemento h ∈ H em H e em

G. Então,

hH = hHeH = hHeG = hH(hhG) = (hHh)hG = eHhG = eGhG = hG

∴ hH = hG.

Proposição 5. Sejam (G, ·) um grupo e ∅ ̸= H ⊆ G. H é um subgrupo de G se, e somente

se, valem:

(1) e ∈ H; onde e é o elemento neutro de G.

(2) Se a, b ∈ H, então ab ∈ H.

(3) Se a ∈ H, então a−1 ∈ H.

Demonstração. (⇒) Se H ≤ G, pela proposição anterior, valem (1) e (3). Além disso,

pela condição (i) da definição de subgrupo, vale (2).

(⇐) Agora suponha que valem (1), (2) e (3). Evidentemente, (i), (iii) e (iv) são válidas.

Agora, se a, b, c ∈ H ⊆ G, então a, b, c ∈ G. Segue-se pelo fato de G ser um grupo que

(ab)c = a(bc). Logo, H ≤ G.

Proposição 6. Sejam (G, ·) um grupo com elemento neutro e e ∅ ̸= H ⊆ G. Então,

H ≤ G se, e somente se, valem:

(1) e ∈ H.

(2) Se a, b ∈ H, então ab−1 ∈ H.

Demonstração. (⇒) Suponha que H ≤ G. Pela proposição anterior, (1) é válido. Agora

considere a, b ∈ H. A condição (3) da proposição anterior nos assegura que b−1 ∈ H,

enquanto que a condição (2) nos garante que ab−1 ∈ H.

(⇐) Seja ∅ ̸= H ⊆ G, tal que as condições (1) e (2) sejam satisfeitas. Dado c ∈ H,como

e ∈ H, temos que c−1 = ec−1 ∈ H. Deste modo, se a, b ∈ H, então a, b−1 ∈ H; donde

conclui-se que ab = a(b−1)−1 ∈ H.
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Exemplo 9. Seja (G, ·) um grupo, com elemento neutro e. Então, {e} e G são subgrupos

de G; tais subgrupos são denominados triviais de G.

De fato, se a, b ∈ {e} ⊆ G,então a = b = e. Dáı, ab−1 = ee−1 = ee = e ∈ {e} .
Agora, sendo G é um grupo com elemento neutro e; dados a, b ∈ G, sabemos que

ab−1 ∈ G.

Exemplo 10. Sejam n ∈ Z e nZ := {nz : z ∈ Z}. Temos que (nZ,+) é subgrupo de

(Z,+).

Por definição, nZ ⊆ Z e, como 0 = n · 0, conclui-se que 0 ∈ nZ. Logo, nZ ̸= ∅.
Agora se x, y ∈ nZ, então existem z1, z2 ∈ Z, tais que x = nz1 e y = nz2. Segue-se

que x− y = n(z1 − z2) ∈ nZ. Donde concluimos que nZ ≤ Z.

Proposição 7. Sejam (G, ·) um grupo e H um subconjunto de G, não-vazio, finito e

fechado relativamente à operação de G . Então, H ≤ G.

Demonstração. Sendo H ̸= ∅, existe h ∈ H. Como H é finito, existem n ∈ N − {0} e

h1, · · · , hn ∈ H distintos, tais que H = {h1, · · · , hn}.
Como H é fechado relativamente à operação definida em G, temos que hh1, · · · , hhn ∈

H e, portanto, {hh1, · · · , hhn} ⊆ H. Além disso, se para alguns i, j ∈ {1, 2, · · · , n}
tivermos hhi = hhj, então hi = hj. Como h1, · · · , hn são distintos, conclúımos que

i = j. Logo, {hh1, · · · , hhn} é um subconjunto de H com n elementos e, portanto,

H = {hh1, · · · , hhn}.
Como h ∈ H, existe k ∈ {1, 2, · · · , n}, tal que h = hhk; donde conclui-se que e = hk ∈

H.

Seja agora a ∈ H. Então, de modo análogo ao exposto anteriormente, podemos

concluir que H = {ah1, · · · , ahn}. Como e ∈ H, então existe l ∈ {1, 2, · · · , n} tal que

e = ahl. Pela proposição 2, item (2), a−1 = hl ∈ H.

Portanto, H ≤ G.

Exemplo 11. Sejam n ∈ N − {0}, e o número de Euller (base do logaŕıtmo neperiano)

e θ ∈ R. Definimos eiθ = cos(θ) + i sin(θ). Então,

(1) Un =
{
e

2kπi
n : k ∈ {0, 1, 2, · · · , n− 1}

}
,

(2) ∪
n∈N

Un;

(3) S1 = {z : z ∈ C ∧ |z| = 1}
São subgrupos de (C − {0} , ·), os quais formam, para cada n ∈ N − {0}, a cadeia

Un ≤ ∪
n∈N

Un ≤ S1 ≤ C− {0}.
(1) Note que, sendo Un finito e não-vazio, basta mostrarmos que Un é fechado, isto é,

x, y ∈ Un ⇒ xy ∈ Un.

Sejam x, y ∈ Un. Então, existem k1, k2 ∈ {0, 1, 2, · · · , n− 1}, tais que x = e
2k1πi

n e
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y = e
2k2πi

n . Logo,

x · y = e
2k1πi

n · e
2k2πi

n

= e
2(k1+k2)πi

n

Pelo algoritmo da divisão, existem q, k ∈ Z, com 0 ≤ k < n, tal que k1 + k2 = qn+ k.

Assim,

x · y = e
2(qn+k)πi

n

= e2πqi · e
2kπi
n

Note que e2πqi = cos(2πq) + i sin(2πq) = 1 + 0i = 1. Segue-se que x · y = e
2kπi
n ,com

k ∈ {0, 1, 2, · · · , n− 1} e, portanto x · y ∈ Un. Logo, Un ≤ (C− {0}).
(2) Seja U = ∪

n∈N
Un. Por definição, U ⊆ (C− {0}) e, sendo 1 ∈ {1} = U1 ⊆ U , então

U ̸= ∅.
Dado z ∈ U , existe m ∈ N − {0} ,tal que z ∈ Um. Como Um ≤ (C− {0}), então

z−1 ∈ Um ⊆ U . Logo, z−1 ∈ U .

Agora, sendo z, w ∈ U , então existem m, p ∈ N − {0}, tais que z ∈ Um e w ∈ Up.

Novamente, existem k1 ∈ {0, 1, 2, · · · ,m− 1} e k2 ∈ {0, 1, 2, · · · , p− 1}, tais que z =

e
2πk1i

m e e
2πk2i

p . Dáı,

z · w = e
2πk1i

m · e
2πk1i

p

= e
2πpk1i+2πmk2i

mp

= e
2π(pk1+mk2)i

mp

Pelo algoritmo da divisão euclidiana, existem q, r ∈ Z,com 0 ≤ r < mp; tais que

pk1 +mk2 = q(mk) + r. Logo,

z · w = e
2π(qmp+r)i

mp

= e
2πqmpi

mp · e
2πri
mp

= e2πqi · e
2πri
mp

= 1 · e
2πri
mp

= e
2πri
mp

Logo, z · w ∈ Ump ⊆ U , ou seja, z · w ∈ U ; o que conclui a prova de que U é um

subgrupo do grupo multiplicativo dos complexos.

(3) Por definição, S1 ⊆ C − {0}, uma vez que 0 /∈ S1, pois |0 + 0i| = |0| = 0 ̸= 1.

Além disso, |1 + 0i| = |1| = 1 e assim, 1 ∈ S1. Logo, S1 ̸= ∅.
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Sejam z, w ∈ S1, então |z| = 1 e |w| = 1. Dáı, zw ∈ C e |zw| = |z||w| = 1, logo

zw ∈ S1. Além disso, Temos que

1 = z · z−1 ⇒ 1 = |z · z−1| = |z| · |z−1| = 1 · |z−1| = |z−1|

Portanto S1 ≤ C− {0}.
Por fim, sabendo que, dado n ∈ N−{0} e se z ∈ Un, então existe k ∈ {0, 1, 2, · · · , n− 1},

tal que z = e
2πki
n = cos(2πk

n
) + sin(2πk

n
). Segue-se que

|z| =

√
cos2

(
2πk

n

)
+ sin2

(
2πk

n

)
= 1

Logo, z ∈ S1 e, portanto, Un ⊆ S1. De modo análogo, mostra-se que ∪Un
n∈N

⊆ S1.

Portanto, temos a seguinte cadeia de subgrupos

Un ≤ ∪Un
n∈N

≤ S1 ≤ C− {0} .

Exemplo 12. Seja (G, ·) um grupo. O subconjunto Z(G) := {g : g ∈ G ∧ gx = xg, ∀x ∈ G}
é um subgrupo de G, o qual chamamos de centro de G.

Seja e o elemento neutro de G. Então, eg = g = ge, ∀g ∈ G. Logo e ∈ Z(G). Se

h, k ∈ Z(G), então hx = xh e kx = xk, para todo x em G. Dáı, dado x ∈ G, temos

(hk)x = hxk = x(hk)

Logo, hk ∈ Z(G). Também, dado x ∈ G, temos

h−1x = h−1(x−1)−1 = (x−1h)−1 (∗)
= (hx−1)−1 = (x−1)−1h−1 = xh−1

Onde a igualdade em (∗), decorre de h ser um elemento do centro de G. Deste modo,

h−1 ∈ Z(G) e, portanto, Z(G) ≤ G.

Proposição 8. Sejam (G, ·) um grupo e {Hλ}λ∈L uma famı́lia de subgrupos de G. Então,

∩
λ∈L

Hλ ≤ G.

Demonstração. Seja e o elemento neutro deG. Então, e ∈ Hλ, ∀λ ∈ L, e assim, e ∈ ∩
λ∈L

Hλ.

Logo, ∅ ̸= ∩
λ∈L

Hλ ⊆ G.

Agora, sejam x, y ∈ ∩
λ∈L

Hλ. Então, x, y ∈ Hλ, ∀λ ∈ L. Como Hλ ≤ G, para todo

λ ∈ L, então xy−1 ∈ Hλ, ∀λ ∈ L. Logo, xy−1 ∈ ∩
λ∈L

Hλ e, portanto, ∩
λ∈L

Hλ ≤ G.

Definição 6. Sejam (G, ·) um grupo, S ⊆ G e {Hλ}λ∈L a famı́lia dos subgrupos de G

que contêm S. O subgrupo ∩
λ∈L

Hλ é chamado de o subgrupo de G gerado por S, o qual é

denotado por ⟨S⟩. Isto é, ⟨S⟩ = ∩
λ∈L

Hλ
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Observação 6. Quando o conjunto S é finito, digamos, S = {a1, a2, · · · , an}, denotamos

o subgrupo ⟨S⟩, por ⟨a1, a2, · · · , an⟩ e dizemos que ⟨a1, a2, · · · , an⟩ é o subgrupo gerado por

a1, a2, · · · , an.

Proposição 9. Seja S ⊆ G. Então, o subgrupo gerado por S é o menor subgrupo de G

que contém S. Noutras palavras,

(1) S ⊆ ⟨S⟩
(2) Se H ≤ G e S ⊆ H, então ⟨S⟩ ⊆ H.

Demonstração. (1) Por definição, ⟨S⟩ = ∩
λ∈L

Hλ; onde S ⊆ Hλ, ∀λ ∈ L. Logo, S ⊆ ⟨S⟩.
(2) Suponha que H ≤ G e S ⊆ H. Como H contém S, temos que H ∈{Hλ}λ∈L. Logo,

existe µ ∈ L, tal que H = Hµ. Segue-se que ∩
λ∈L

Hλ ⊆ Hµ, i.e., ⟨S⟩ ⊆ H.

Definição 7. Sejam (G, ·) (respectivamente (G,+)) um grupo com elemento neutro e e

a ∈ G. Definimos, para n ∈ N:
a0 = e

an+1 = an · a

a−n = (a−1)n

resp.


0 · a = e

(n+ 1) · a = na+ a

(−n) · a = n · (−a)

an é chamado de potência de a de expoente n e n · a é chamado de múltiplo de a,

segundo o inteiro n.

Observação 7. As potências e os múltiplos definidos possuem propriedades análogas

às potências e os múltiplos de números reais. Por exemplo, se (G, ·) (respectivamente,

(G,+)) é um grupo, a ∈ G e m,n ∈ Z,então an ·am = an+m (resp. n·a+m·a = (n+m)·a),
etc.

Teorema 1. Sejam (G, ·) um grupo, ∅ ̸= S ⊆ G. Então, temos:

(1) ⟨∅⟩ = {e}; onde e é o elemento neutro de G.

(2) ⟨S⟩ =
{
ak11 · ak22 · · · · · aknn : n ∈ N− {0} ∧ ai′s ∈ S ∧ ki′s ∈ Z

}
.

Demonstração. (1) {e} é o menor (isto é, está inclúıdo) membro da famı́lia de subgrupos

de G que contém ∅. Logo, {e}é a interseção desta famı́lia, ou seja, ⟨∅⟩ = {e}.
(2) Seja H =

{
ak11 · ak22 · · · · · aknn : n ∈ N− {0} ∧ ai ∈ S ∧ ki ∈ Z ∧ i ∈ {1, 2, · · · , n}

}
.

Seja a ∈ S, então a = a1, logo a ∈ H e, portanto, S ⊆ H. Agora vamos mostrar que H ≤
G e assim, por meio da proposição 9, concluiremos que ⟨S⟩ ⊆ H. Com efeito, se a, b ∈ H,

então existem n,m ∈ N − {0} , a1, · · · , an, b1, · · · , bm ∈ S e k1, · · · , kn, r1, · · · , rm ∈ Z ,

tais que

a = ak11 a
k2
2 · · · aknn e b = br11 b

r2
2 · · · brmm

Note que, como −k1, · · · ,−kn ∈ Z e a1, · · · , an ∈ S, então a−1 = a−kn
n · · · a−k1

1 ∈ H.
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Além disso, H é fechado, pois, fazendo kn+1 := r1, · · · , kn+m := rm e também an+1 :=

b1, · · · , an+m := bm, temos que

a · b = ak11 a
k2
2 · · · aknn b

r1
1 b

r2
2 · · · brmm

= ak11 a
k2
2 · · · aknn a

kn+1

n+1 · · · akn+m

n+m ∈ H

Logo, H é um subgrupo de G e, portanto, ⟨S⟩ ⊆ H.

Agora, seja x ∈ H. Então, existem n ∈ N − {0}, k1, · · · , kn ∈ Z e a1, · · · , an ∈ S,

tais que x = ak11 a
k2
2 · · · aknn . Note que a1 ∈ S ⊆ ⟨S⟩. Logo, a1 ∈ ⟨S⟩. Agora, supondo

que ak1 ∈ ⟨S⟩, para algum k ∈ N − {0}, como ⟨S⟩ é fechado relativamente a operação

de G, então, ak+1
1 = ak1a1 ∈ ⟨S⟩. Logo, ak ∈ ⟨S⟩,∀k ∈ N − {0}. Do fato de ⟨S⟩ ser um

grupo, conclúımos que a01 = e ∈ ⟨S⟩ e a−k
1 ∈ ⟨S⟩. Logo, ak1 ∈ S, ∀k ∈ Z. Em particular,

ak11 ∈ ⟨S⟩. De modo análogo, mostra-se que akii ∈ ⟨S⟩, ∀i ∈ {1, 2, · · · , n}. Novamente,

como ⟨S⟩ é fechado, tem-se que x = ak11 a
k2
2 · · · aknn ∈ ⟨S⟩. Logo, H ⊆ ⟨S⟩ e, portanto,

H = ⟨S⟩.

Observação 8. Caso G seja um grupo aditivo, tem-se

⟨S⟩ = {k1a1 + k2a2 + · · ·+ knan : n ∈ N− {0} ∧ ai ∈ S ∧ ki ∈ Z ∧ i ∈ {1, 2, · · · , n}} .

Definição 8. Seja G um grupo. Dizemos que G é ćıclico, se existe g ∈ G tal que G = ⟨g⟩.

Observação 9. No caso de grupos multiplicativos, tem-se ⟨g⟩ =
{
gk : k ∈ Z

}
, enquanto

que para grupos aditivos, tem-se ⟨g⟩ = {kg : k ∈ Z}.

Exemplo 13. Z, Zn e Un são grupos ćıclicos.

De fato, Seja 1 ∈ Z. Então

⟨1⟩ = {1 · z : z ∈ Z} = {z : z ∈ Z} = Z

Agora, tomando 1 ∈ Zn, temos ⟨1⟩ = {1 · z : z ∈ Z}. Precisamos mostrar que 1 · z =

rn(z), ∀z ∈ Z, para assim, concluirmos que

⟨1⟩ = {1 · z : z ∈ Z} = {rn(z) : z ∈ Z} = {0, 1, 2, · · · , n− 1} = Zn

Inicialmente, mostraremos que, se a ∈ Zn, então k · a = rn(k · a), ∀k ∈ N. Note que,

por definição de múltiplo, temos que 0 · a = 0 = rn(0 · a). Além disso, se supormos que

k · a = rn(k · a), para algum k ∈ N, então

(k + 1) · a = k · a⊕
n
a = rn(k · a)⊕

n
a = rn(rn(k · a) + a) = rn(k · a+ a) = rn((k + 1) · a)
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Pelo prinćıpio de indução, conclúımos que k · a = rn(k · a), ∀k ∈ N.
Deste modo, dado 1 ∈ Zn, então 0 · 1 = 0 = rn(0). Supondo que k · 1 = rn(k), para

algum k ∈ N, então

(k + 1) · 1 = k · 1⊕
n
1 = rn(k)⊕

n
1 = rn(rn(k) + 1) = rn(rn(k) + rn(1)) = rn(k + 1)

Novamente, pelo prinćıpio de indução, conclúımos que 1·z = rn(z),∀z ∈ N. Dáı, tomando

z ∈ N− {0}, então

(−k)·1 = k·(−1)
(1)
= k·(n−1)

(2)
= rn(k·(n−1)) = rn(kn−k) = rn(rn(kn)+rn(−k)) = rn(−k)

onde a igualdade (1) vem do fato de n − 1 ser o inverso de 1 em Zn, enquanto que a

igualdade (2), decorre do que mostramos inicialmente nesse exemplo. Logo, obtemos que

k · 1 = rn(k),∀k ∈ Z e, portanto, ⟨1⟩ = Zn.

Por fim, sendo e
2πi
n ∈ Un, então

⟨e
2πi
n ⟩ =

{(
e

2πi
n

)z
: z ∈ Z

}
=

{(
e

2πi
n

)0
,
(
e

2πi
n

)1
,
(
e

2πi
n

)2
,
(
e

2πi
n

)3
, · · · ,

(
e

2πi
n

)n−1
}

=
{
1, e

2πi
n , e

4πi
n , e

6πi
n , · · · , e

2(n−1)πi
n

}
= Un

Proposição 10. Se G é ćıclico, então G é abeliano.

Demonstração. Seja G um grupo ćıclico gerado por g ∈ G. Se x, y ∈ G, então existem

k1, k2 ∈ Z, tais que x = gk1 e y = gk2 . Dáı,

xy = gk1gk2 = gk1+k2 = gk2+k1 = gk2gk1 = yx

Portanto, G é abeliano.

Proposição 11. Se G é ćıclico e H ≤ G, então H é ćıclico.

Demonstração. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e a ∈ G, tal que G = ⟨a⟩.
1º Caso: H = {e}. Neste caso, ⟨e⟩ = {eq : q ∈ Z} = {e} = H. Logo, H é ćıclico.

2º Caso: H ̸= {e}. Então, existe h ∈ H tal que h ̸= e. Como H ⊆ G = ⟨a⟩, existe
k ∈ Z de modo que h = ak. Dáı, sendo H ≤ G, temos que h−1 = a−k ∈ H. Logo, k > 0

ou −k > 0.

Seja A = {m : m ∈ N − {0} ∧ am ∈ H}. Por definição, A ⊆ N. Além disso, A ̸= ∅,
uma vez que k ∈ A ∨ −k ∈ A. Segue-se pelo Prinćıpio da Boa Ordenação que A possui

um menor elemento, seja m = minA. Vamos mostrar que H = ⟨am⟩.
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Com efeito, como am ∈ H, conclúımos que ⟨am⟩ ⊆ H.

Agora, se x ∈ H, então x = at para algum t ∈ Z. Pelo algoritmo da divisão, existem

q, r ∈ Z tais que t = mq + r, com 0 ≤ r < m. Dáı, x = amq+r = amqar, isto é,

ar = (am)−qx, donde conclúımos que ar ∈ H, pois (am)−q ∈ ⟨am⟩ ⊆ H e x ∈ H. Segue-se

pelo fato de m ser mı́nimo, que r = 0. Deste modo, x = (am)q ∈ ⟨am⟩ e, portanto

H = ⟨am⟩.

Definição 9. Sejam (G, ·) um grupo e g ∈ G.

(1) A ordem de G é o número de elementos de G, o qual denotamos por |G|.
(2) A ordem de g é a ordem do subgrupo ⟨g⟩. Denotamos a ordem de g por o(g).

Quando G é infinito , dizemos que a ordem é infinita e escrevemos |G| = ∞.

Exemplo 14. Temos que |Z| = ∞, |Zn| = n, e |Sn| = n!.

Teorema 2. Seja G = ⟨g⟩ um grupo ćıclico, então são equivalentes

(1) o(g) <∞ (i.e., o(g) é finita).

(2) Existe t ∈ N− {0} tal que gt = e.

Demonstração. (1) (⇒) (2) SejaG = ⟨g⟩; com o(g) <∞. Note que e = g0, g1, g2, · · · , gn, · · · ∈
G. Sendo um grupo finito, as potências anteriores não podem ser todas distintas. Logo,

existem r, s ∈ N com r ̸= s, tais que gr = gs. Sem perda de generalidade, suponha que

r < s. Então, de gr = gs, temos gs−r = e. Pondo t = s− r, temos gt = e; com t ≥ 1.

(2) (⇐) (1) Suponhamos que existe t ∈ N− {0} tal que gt = e. Dado x ∈ ⟨g⟩, existe
k ∈ Z tal que x = gk. Pelo algoritmo da divisão, existem q, r ∈ Z tais que k = qt + r,

com 0 ≤ r < t. Dáı,

x = gk =
(
gt
)q
gr = egr = gr

Mas 0 ≤ r < t, logo gr ∈ {e, g, · · · , gt−1}. Segue-se que G ⊆ {e, g, · · · , gt−1} e, portanto,

G = ⟨g⟩ é finito. Logo, o(g) <∞.

Observação 10. Note que a contrapositiva do Teorema anterior nos diz que, quando

G = ⟨a⟩ tem ordem infinita, gt = 0 se, e somente se, t = 0.

Teorema 3. Sejam (G, ·) um grupo, g ∈ G. Se G = ⟨g⟩ e o(g) = n,então

(i) G = {e, g, g2, · · · , gn−1} e gn = e.

(ii) Se m ∈ Z, então gm = e se, e somente se n|m.

Demonstração. (i) Suponhamos que g ∈ G é tal que o(g) = n ∈ N − {0}. Então,

pelo teorema anterior, existe t ∈ N − {0} ,tal que gt = e. Considere o conjunto S =

{m : m ∈ N− {0} ∧ gm = e} ⊆ N. Evidentemente, S ̸= ∅, uma vez que t ∈ S. Logo, pelo

prinćıpio da boa ordenação, existe k ∈ S tal que k = minS. Como consequência, temos

que gk = e e, se m ∈ N− {0} e m < k, então gm ̸= e.

Segue-se que, se gi = gj, para certos i, j ∈ {0, 1, 2, · · · , k − 1}, então g|i−j| = e. Donde

conclúımos que |i− j| = 0,isto é, i = j. Portanto, e = g0, g, g2, · · · , gk−1 são distintos, ou
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seja,
{
e = g0, g, g2, · · · , gk−1

}
é finito com k elementos. Como

{
e = g0, g, g2, · · · , gk−1

}
⊆

G, então k ≤ n.

Agora se x ∈ G, então x = gm, para algum m ∈ Z. Pelo algoritmo da divisão

euclidiana, existem p, l ∈ Z tais que m = pk + l, com 0 ≤ l < k. Dáı,

x = gm =
(
gk
)p
gl = egl = gl

Como 0 ≤ l < k, temos que gl ∈
{
e, g, g2, · · · , gk−1

}
, ou seja, G ⊆

{
e, g, g2, · · · , gk−1

}
.

Logo, n ≤ k e, portanto, n = k. Segue-se que gn = gk,, isto é, gn = e. Também

G =
{
e = g0, g, g2, · · · , gk−1

}
= {e = g0, g, g2, · · · , gn−1} ,o que conclúı a demonstração.

(ii) (⇒) Suponha que m ∈ Z e gm = e. Pelo algoritmo da divisão, existem q, r ∈ Z
tais que m = nq+ r, com 0 ≤ r < n. Dáı, temos que gr ∈ {e = g0, g, g2, · · · , gn−1} e além

disso,

e = gm = (gn)q gr = egr = gr

Como 0 ≤ r < m, devemos ter r = 0 e portanto, m = nq, isto é, m|n.
(⇐) Suponha que m ∈ Z e n|m. Então, existe q ∈ Z tal que m = nq. Segue-se que

gm = (gn)q = e.

Observação 11. Da prova do teorema 3, segue-se que, se g é um elemento de ordem

finita de um grupo G, então o(g) = min
{
k : k ∈ N− {0} ∧ gk = e

}
.

Definição 10. Se G é um grupo. O subgrupo ⟨{xyx−1y−1 : x, y ∈ G}⟩ é chamado de o

subgrupo dos comutadores do grupo G; ele será denotado por G′.

Proposição 12. G é abeliano se, e somente se, G′ = {e}.

Demonstração. (⇒) Suponha que G é abeliano. Então G′ = ⟨{xyx−1y−1 : x, y ∈ G}⟩ =
⟨{xx−1yy−1 : x, y ∈ G}⟩ = ⟨{e : x, y ∈ G}⟩ = {e}.

(⇐) Reciprocamente, suponha que G′ = {e}. Dáı, se x, y ∈ G, então xyx−1y−1 = e, e

dáı, xy = yx. Logo, G é abeliano.

Proposição 13. Seja G um grupo e seja α ∈ G− {e}. Então
(1) o(α) = 2 ⇐⇒ α = α−1.

(2) o(α) = mn⇒ o(αm) = n.

(3) o(α−1) = o(α),

(4) Se o(β) = 2, ∀β ∈ G− {e}, então G é abeliano.

Demonstração. (1) (⇒) Suponha que o(α) = 2. Então, α2 = e ⇒ α2α−1 = eα−1 ⇒ α =

α−1.

(⇐) Se α ∈ G − {e}, então o(α) ̸= 1. Suponha que α = α−1. Então, α2 = αα−1,i.e.,

α2 = e. Logo, o(α) = 2.
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(2) Suponha agora que o(α) = mn. Note que (αm)n = αmn = e. Portanto, basta

mostrar que mn é o menor natural não nulo com essa propriedade. Note que, se t ∈
N− {0} e t < n, então mt < mn = o(α). Logo, (αm)t = αmt ̸= e. Portanto, o(αm) = n.

(3) Seja α ∈ G − {e} um elemento de ordem n ∈ N − {0}, então αn = e. Dáı,

(α−1)n = (αn)−1 = e−1 = e. Deste modo, se k ∈ N − {0}, é tal que k < n (α−1)k = e,

então teŕıamos αk =
(
(α−1)k

)−1
= e−1 = e, uma contradição, uma vez que o(α) = n.

Portanto, o(α−1) = n, i.e., o(α−1) = o(α).

(4) Suponha que G é um grupo tal que o(β) = 2, ∀β ∈ G − {e}. Se x, y ∈ G − {e},
então x2 = y2 = e. Como xy ∈ G, também (xy)2 = e. Dáı,

xy = (xy)e = (xy) (yxyx) = (xyyx)(yx) = (xex)(yx) = (xx)(yx) = e(yx) = yx

∴ xy = yx

Logo, G é abeliano.

2.3 Classes Laterais e o Teorema de Lagrange

O estudo das classes laterais e do Teorema de Lagrange é fundamental para a compre-

ensão da estrutura de grupos finitos, pois permite estabelecer uma relação entre a ordem

de um grupo e a ordem de seus subgrupos. As classes laterais podem ser interpretadas

como classes de equivalência, o que conduz naturalmente a uma partição do grupo, forne-

cendo o suporte necessário para a enunciação e demonstração do Teorema de Lagrange.

Nesta seção, definimos as classes laterais, apresentamos algumas de suas propriedades

básicas e discutimos algumas consequências do Teorema de Lagrange.

Definição 11. Sejam (G, ·) um grupo e H um subgrupo de G. Para cada elemento g ∈ G,

chama-se classe lateral à esquerda (respectivamente à direita) de H determinada por g o

conjunto

g ·H = {gh : h ∈ H} (resp. H · g = {hg : h ∈ H})

Observação 12. Desde que não haja confusão, representaremos g ·H e H · g respectiva-

mente por gH e Hg.

Definição 12. Sejam (G, ·) um grupo, H um subgrupo de G e a, b ∈ G. Dizemos que a

é côngruo à esquerda a b módulo H (e escrevemos a ≡
E
b (mod H)) se a−1b ∈ H.

Observação 13. De modo análogo, diz-se que a é côngruo à direita a b módulo H, quando

ab−1 ∈ H.

Proposição 14. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Então ≡
E

(mod H) é uma

relação de equivalência sobre G.
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Demonstração. Seja e o elemento neutro de G.

(1) Dado a ∈ G, temos que a−1a = e ∈ H. Logo, por definição, a ≡
E
a (mod H).

(2) Dados a, b ∈ G, suponhamos que a ≡
E
b (mod H). Então, a−1b ∈ H. Como

H ≤ G,(a−1b)−1 ∈ H, isto é, b−1a ∈ H. Logo, b ≡
E
a (mod H).

(3) Suponhamos que a, b, c ∈ G, são tais que a ≡
E
b (mod H) e b ≡

E
c (mod H). Então,

a−1b, b−1c ∈ H. Segue-se pelo de fato de H ser subgrupo de G que (a−1b)(b−1c) ∈ H, isto

é, a−1c ∈ H. Logo, a ≡
E
c (mod H).

Portanto, de (1), (2) e (3), conclúımos que ≡
E

(mod H) é uma relação de equivalência

sobre G.

Exemplo 15. Sejam G um grupo com elemento neutro e e H = {e}. Então, dados

a, b ∈ G, temos

(1) a ≡
E
b (mod H) ⇐⇒ a−1b ∈ H = {e} ⇐⇒ a = b

Ou seja, a relação ≡
E

(mod H) coincide com a relação de igualdade sobre G.

Exemplo 16. Sejam Z o grupo dos números inteiros, n ∈ N − {0} e H = nZ. Dados

a, b ∈ Z temos

a ≡
E
b (mod nZ) ⇐⇒ −a+ b ∈ H = nZ

⇐⇒ ∃q ∈ nZ, b− a = nq

⇐⇒ n|b− a

⇐⇒ a ≡ b (mod n)

Neste caso, a relação ≡
E

(mod nZ) coincide com a relação de congruência módulo n

sobre Z.

Definição 13. Sejam (G, ·) um grupo, H ≤ G e a ∈ G. O conjunto

ā =
{
x : x ∈ G ∧ x ≡

E
a (mod H)

}
é chamado de classe de equivalência à esquerda determinada por a.

Enquanto que o conjunto

G
/
H = {ā : a ∈ G}

é chamado de conjunto quociente de G por H segundo a relação ≡
E

(mod H).

Proposição 15. Sejam (G, ·) um grupo, H um subgrupo de G. A classe de equivalência

determinada por um elemento a ∈ G coincide com a classe lateral à esquerda determinada

por esse mesmo elemento, isto é, ā = aH,∀a ∈ G.

Demonstração. Seja a ∈ G. Observe que

x ∈ ā ⇐⇒ x ≡
E
a (mod H) ⇐⇒ a−1x ∈ H ⇐⇒ ∃h ∈ H, a−1x = h ⇐⇒ x = ah ⇐⇒ x ∈ aH
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Portanto, ā = aH,∀a ∈ G.

Teorema 4. Sejam G um grupo, H ≤ G e a, b ∈ G. Então:

(1) aH = bH se, e somente se, a−1b ∈ H (analogamente, Ha = Hb sse, ab−1 ∈ H).

(2) H, aH e Ha possuem a mesma quantidade de elementos.

(3) G
/
H é uma partição de G.

Demonstração. (1) (⇒) Suponhamos que aH = bH. Observe que b = b ·e, logo, b ∈ bH =

aH. Dáı, b ∈ aH e então, existe h ∈ H tal que b = ah, o que implica a−1b = h ∈ H, isto

é, a−1b ∈ H.

(⇐) Suponhamos agora que a−1b ∈ H, então a−1b = h1, para algum h1 ∈ H. Assim,

podemos escrever a = bh−1
1 . Agora, se x ∈ aH, então x = ah2, para algum h2 ∈ H.

Note que x = ah2 = (bh−1
1 )h2 = b(h−1

1 h2). Como H é subgrupo de G, temos que

h−1
1 h2 ∈ H e, portanto, b(h−1

1 h2) ∈ bH, isto é, x ∈ bH. Logo, aH ⊆ bH. Analogamente,

mostra-se que bH ⊆ aH. Assim, podemos concluir que aH = bH.

(2) Recordemos que, dois conjuntos possuem a mesma quantidade de elementos quando

é posśıvel estabelecer uma bijeção entre eles. Deste modo, para provar o desejado, vamos

mostrar que as funções abaixo são bijetivas.

f : H −→ aH

h 7−→ f(h) = ah

g : H −→ Ha

h 7−→ f(h) = ha

Sejam h1, h2 ∈ H tais que f(h1) = f(h2), isto é, ah1 = ah2. Então,

ah1 = ah2 ⇒ a−1ah1 = a−1ah2 ⇒ h1 = h2

Logo, f é injetiva. Além disso,

Im(f) = {f(h) : h ∈ H} = {ah : h ∈ H} = aH

O que mostra a sobrejetividade de f . Portanto, f é uma bijeção. De modo análogo,

pode-se mostrar que g é bijetiva.

Portanto, H, aH e Ha tem a mesma quantidade de elementos.

(3) Mostraremos que G
/
H é uma partição de G. Dado α ∈ G

/
H, então existe x ∈ G

tal que α = xH. Na prova do item (1), vimos que x ∈ xH = α. Logo, α ̸= ∅.
Precisamos mostrar que, se α, β ∈ G

/
H são tais que α ̸= β, então α ∩ β = ∅, ou seja,

se α ∩ β ̸= ∅, então α = β.

Sejam α, β ∈ G
/
H tais que α ∩ β ̸= ∅. Logo, existe c ∈ α ∩ β, isto é, c ∈ α ∧ c ∈ β.

Também existem a, b ∈ G tais que α = aH, β = bH. Como c ∈ aH e c ∈ bH, existem

h1, h2 ∈ H tais que c = ah1 e c = bh2. Dáı, e = cc−1 = (ah1)(bh2)
−1 = ah1h

−1
2 b−1. Logo,

a−1b = h1h
−1
2 ∈ H, isto é, a−1b ∈ H. Pelo item (1), aH = bH, ou seja, α = β.
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Além disso, para cada x ∈ G, temos x ∈ xH ⊆ G⇒ {x} ⊆ xH ⊆ G. Dáı,

G = ∪
x∈G

{x} ⊆ ∪
x∈G

xH ⊆ G⇒ ∪
x∈G

xH = G

Portanto, G
/
H é uma partição de G.

Definição 14. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G. Então, chama-se ı́ndice de H

em G ao cardinal do conjunto G
/
H. Denotamos este cardinal por (G : H).

Teorema 5 (Teorema de Lagrange). Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de G,

então, a ordem de H divide a ordem de G. Também, o ı́ndice de H em G divide a ordem

de G.

Demonstração. Sendo G finito, então o conjunto das partes de G, o qual denotamos

por P (G) é finito. Como G
/
H ⊆ P (G), então G

/
H é finito. Logo, existem r ∈ N e

a1, a2, · · · , ar ∈ G distintos, com aiH ∩ ajH = ∅, para todos i, j ∈ {1, 2, · · · , r} e i ̸= j;

tais que G
/
H = {a1H, a2H, · · · , arH}. Segue-se que

r

∪̇
i=1
aiH = G⇒

∣∣ r

∪̇
i=1
aiH

∣∣ = ∣∣G∣∣
Como a união é disjunta, segue-se

r∑
i=0

∣∣aiH∣∣ = ∣∣G∣∣⇒ r
∣∣H∣∣ = ∣∣G∣∣

Como r = (G : H), conclúımos que |H|
∣∣|G| e (G : H)

∣∣|G|.
Corolário 1. Sejam G um grupo finito e g ∈ G. Então, o(g)

∣∣|G|.
Demonstração. Seja g ∈ G, então ⟨g⟩ é um subgrupo de G. Pelo teorema de Lagrange,

|⟨g⟩|
∣∣|G|,isto é, o(g)

∣∣|G|.
Corolário 2. Seja p ∈ N um número primo e a ∈ Z tal que mdc(a, p) = 1. Então,

ap−1 ≡ 1 (mod p).

Demonstração. Sabemos que Z∗
p = {m : m ∈ Zp ∧mdc(m, p) = 1} = {1, 2, · · · , p− 1},

logo, |Z∗
p| = p− 1.

Dado a ∈ Z, existem q, r ∈ Z tais que a = qp+r, com 0 ≤ r < p. Logo, a ≡ r (mod p).

Note que, se r = 0, teŕıamos que p|a e assim, mdc(a, p) ̸= 1, um absurdo. Logo, r ̸= 0

e, portanto, r ∈ Z∗
p. Segue-se que r|Z

∗
p| = 1, ou seja rp−1 = 1. Mais precisamente,

rp(r
p−1) = 1, donde conclúımos que rp−1 ≡ 1 (mod p).

Por fim, pela transitividade da congruência módulo p, conclúımos que ap−1 ≡ rp−1 ≡ 1

(mod p), ou seja, ap−1 ≡ 1 (mod p).
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Corolário 3. Todo grupo finito de ordem prima é ćıclico.

Demonstração. Seja G um grupo finito de ordem p prima. Então, G ̸= {e}. Logo, existe
g ∈ G−{e}. Pelo corolário 1 do Teorema de Lagrange, o(g)

∣∣|G|, isto é, o(g)
∣∣p. Como p é

primo, então o(g) = 1 ou o(g) = p, mas, sendo g ̸= e, conclúımos que o(g) = p. Segue-se

que G = ⟨g⟩. Portanto, G é ćıclico.

Proposição 16. Seja G um grupo abeliano. Se a, b ∈ G são dois elementos de ordem

finita, tais que mdc(o(a), o(b)) = 1,então o(ab) = o(a)o(b).

Demonstração. Sejam n = o(a),m = o(b) e t = o(ab). Como a e b comutam (pois G é

abeliano), temos (ab)nm = (an)m(bm)n = e. Assim, t
∣∣nm. Novamente, pelo fato de a e b

comutarem, temos que e = (ab)t = atbt, isto é, at = b−t ∈ ⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩.
Note que, se x ∈ ⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩, pelo corolário 1 do teorema de Lagrange, o(x)

∣∣|⟨a⟩| e
o(x)

∣∣⟨b⟩, i.e., o(x)∣∣n e o(x)
∣∣m, logo, o(x)

∣∣mdc(n,m) = 1. Portanto, o(x) = 1.

Assim, podemos concluir que ⟨a⟩∩ ⟨b⟩ = {e}; ou seja, at = e e bt = e. Logo, n
∣∣t∧m∣∣t.

Como mdc(m,n) = 1, então nm
∣∣t. Portanto, t = nm, ou seja, o(ab) = o(a)o(b).

2.4 Subgrupos Normais e Grupos Quocientes

Seja (G, ·) um grupo e H ≤ G. Nosso intuito é descobrir qual (ou quais) propriedades

um subgrupo H de G devem possuir, para que a operação de G induza de forma natural

uma operação sobre o conjunto das classes laterais à esquerda de H em G, isto é, quais

condições H deve possuir para que o seguinte conjunto φ = {((aH, bH), (ab)H) : a, b ∈ G}
defina uma função de

(
G
/
H ×G

/
H
)
em G

/
H.

Definição 15. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Dizemos que H é um subgrupo

normal de G (e denotamos por H ⊴ G ) se, para todo g ∈ G, tem-se gH = Hg.

Proposição 17. Seja (G, ·) um grupo e H um subgrupo de G. Então, são equivalentes:

(i) φ é um operação sobre G
/
H.

(ii) gHg−1 := {ghg−1 : h ∈ H} ⊆ H,∀g ∈ G.

(iii)gHg−1 = H,∀g ∈ G.

(iv) gH = Hg,∀g ∈ G.

Demonstração. (i) ⇒ (ii) Suponhamos que φ :
(
G
/
H ×G

/
H
)
−→ G

/
H esteja bem defi-

nida. Seja α ∈ gHg−1. Então existe h ∈ H tal que α = ghg−1. Note que φ ((gh)H, g−1H) =

(ghg−1)H e φ(gH, g−1H) = eH, onde e é o elemento neutro de G. Além disso, gH =

(gh)H, uma vez que g−1gh = h ∈ H. Portanto, sendo φ uma função, (ghg−1)H = eH.

Segue-se então que e−1(ghg−1) ∈ H, isto é, α ∈ H. Logo, gHg−1 ⊆ H,∀g ∈ G.

(ii) ⇒ (iii) Suponha que gHg−1 ⊆ H,∀g ∈ G. Isso implica que g−1Hg ⊆ H, ∀g ∈ G.

Dáı, para todo g ∈ G, temos

H = g
(
g−1Hg

)
g−1 ⊆ gHg−1.
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Portanto, gHg−1 = H,∀g ∈ G.

(iii) ⇒ (iv) Sejam g ∈ G e α ∈ gH, então existe h ∈ H, tal que α = gh. Note

que αg−1 = ghg−1 ∈ gHg−1 = H, logo, existe h ∈ H tal que h = αg−1, o que implica

α = hg ∈ Hg. Logo, gH ⊆ Hg. Procedendo de modo análogo, mostra-se que Hg ⊆ gH;

o que conclúı a prova de que gH = Hg,∀g ∈ G.

(iv) ⇒ (i) Agora, suponha que gH = Hg, ∀g ∈ G. Sejam α, β ∈
(
G
/
H ×G

/
H
)
e

γ, δ ∈ G
/
H, tais que (α, γ), (β, δ) ∈ φ e α = β. Então, existem a, b, c, d ∈ G, tais que α =

(aH, bH) e β = (cH, dH). Por definição de φ, temos que γ = (ab)H e δ = (cd)H. Além

disso, da igualdade α = β, decorre que cH = aH e dH = bH, ou seja, c−1a, d−1b ∈ H.

Note que (cd)−1(ab) = d−1(c−1a)b, com (c−1a)b ∈ Hb = bH. Logo, existe h ∈ H, tal

que bh = c−1ab. Dáı, como d−1b, h ∈ H, temos que

(cd)−1(ab) = (d−1b)h ∈ H

Portanto, (ab)H = (cd)H, ou seja, γ = δ, donde conclúımos que φ é um função de

G
/
H ×G

/
H em G

/
H e, portanto, uma operação sobre G

/
H.

Observação 14. Observe que a condição (iv) corresponde precisamente ao critério de

normalidade de um subgrupo. Assim, a proposição anterior nos oferece outras três ma-

neiras de verificar quando um subgrupo H é normal em um grupo G.

Exemplo 17. Sendo G um grupo com elemento neutro e, os subgrupos {e} , G são normais

em G.

De fato, dados e ∈ {e} , g, h ∈ G, tem-se geg−1 = e ∈ {e} e ghg−1 ∈ G.

Exemplo 18. Seja G um grupo. Se H ≤ Z(G), então H ⊴ G. Em particular, Z(G) ⊴ G.

Suponha que H ≤ Z(G). Seja h ∈ H ⊆ Z(G), então gh = hg, ∀g ∈ G. Segue-se

que ghg−1 = gg−1h = eh = h ∈ H, logo H ⊴ G. Como Z(G) ≤ Z(G), conclúımos que

Z(G) ⊴ G.

Exemplo 19. Se G é abeliano e H ≤ G, então H ⊴ G.

De fato, gH = {gh : h ∈ G} = {hg : h ∈ G} = Hg, logo H ⊴ G.

Proposição 18. Sejam (G, ·) um grupo e ∅ ̸= S ⊆ G. Então, ⟨S⟩ ⊴ G se, e somente se,

gsg−1 ∈ ⟨S⟩, ∀g ∈ G e ∀s ∈ S.

Demonstração. (⇒) Suponha que ⟨S⟩ ⊴ G. Por definição, sabemos que S ⊆ ⟨S⟩. Dáı, se
s ∈ S, então s ∈ ⟨S⟩. Portanto, pela hipótese inicial, conclúımos que gsg−1 ∈ ⟨S⟩.

(⇐) Sejam g ∈ G e x ∈ ⟨S⟩, então existem n ∈ N − {0} ; s1, s2, · · · , sn ∈ S e

k1, k2, · · · , kn ∈ Z tais que x = sk11 s
k2
2 · · · sknn

Inicialmente, mostraremos que gsng−1 = (gsg−1)n, ∀n ∈ Z.
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De fato, gs0g−1 = e = (gsg−1)0 e, supondo que para algum n ∈ N − {0}, tenha-se
(gsg−1)n = gsng−1, então

(gsng−1)n+1 = (gsg−1)n(gsg−1)
H.I.
= (gsng−1)(gsg−1) = gsnesg−1 = gsn+1g−1

Pelo prinćıpio de indução, conclúımos que gsng−1 = (gsg−1)n, ∀n ∈ N. Além disso,

temos

(gs−1g−1) = (gs−1g−1)e = (gs−1g−1)
(
(gsg−1)(gsg−1)−1

)
= (gsgg−1sg−1)(gsg−1)−1 = (gsg−1)−1

Deste modo, se t ∈ Z e t < 0, então t = −k, para algum k ∈ N. Logo,

(gsg−1)t = (gsg−1)−k =
(
(gsg−1)−1

)k
= (gskg−1)−1 = gs−kg−1 = (gstg−1)

Donde conclúımos que gsng−1 = (gsg−1)n, ∀n ∈ Z. Dáı, segue-se que

gxg−1 = gsk11 s
k2
2 · · · sknn g−1

= gsk11 es
k2
2 e · · · esknn g−1

= (gsk11 g
−1)(gsk22 g

−1) · · · (gsknn g−1)

Mas por hipótese, temos que gsg−1 ∈ ⟨S⟩, ∀g ∈ G e ∀s ∈ S. Logo,

gxg−1 = (gsk11 g
−1)(gsk22 g

−1) · · · (gsknn g−1)

= (gs1g
−1)k1(gs2g

−1)k2 · · · (gsng−1)kn

Como (gsig
−1)ki ∈ ⟨S⟩, ∀i ∈ {1, 2, · · · , n}. Conclúı-se que, gxg−1 ∈ ⟨S⟩ e, portanto,

⟨S⟩ ⊴ G.

Observação 15. Na demonstração da proposição anterior, precisamos mostrar que, da-

dos g ∈ G e s ∈ S ⊆ G, ocorre gsng−1 = (gsg−1)n, ∀n ∈ Z. Utilizaremos esse fato

futuramente.

Exemplo 20. Seja G um grupo. Então, G′ ⊴ G.

Por definição, G′ = ⟨S⟩, onde S := {xyx−1y−1 : x, y ∈ G}. Além disso, já sabemos

que G′ ≤ G.

Sejam g ∈ G e s ∈ S, então existem x, y ∈ S tais que s = xyx−1y−1. Dáı,

gsg−1 = gxyx−1y−1g−1

= gxeyex−1ey−1eg−1

= (gxg−1)(gyg−1)(gx−1g−1)(gy−1g−1)

= (gxg−1)(gyg−1)(gxg−1)−1(gyg−1)−1 ∈ S ⊆ ⟨S⟩
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Logo, gsg−1 ∈ ⟨S⟩ = G′. Pela proposição 18, conclúımos que G′ ⊴ G

Exemplo 21. Sejam (G, ·) um grupo e H ≤ G. Se (G : H) = 2, então H ⊴ G.

De fato, sendo (G : H) = 2, então G
/
H = {H,G−H}. Dáı, dado g ∈ G, como G

/
H

é uma partição de G, temos que g ∈ H ou g ∈ G−H.

1º Caso: g ∈ H. Neste caso, como H ≤ G, então g−1 ∈ H. Consequentemente,

ghg−1 ∈ H,∀h ∈ H. Logo, gHg−1 ⊆ H.

2º Caso: g ̸∈ H. Neste caso, g ∈ G − H = gH. Vamos mostrar que gHg−1 ⊆ H.

Suponha por absurdo que exista h ∈ H, tal que ghg−1 ̸∈ H. Então, ghg−1 ∈ gH. Segue

que ghg−1 = gh0, para algum h0 ∈ H. Logo,

ghg−1 = gh0 ⇒ hg−1 = h0 ∈ H

Como H é um subgrupo de G, então (hg−1)−1 ∈ H, isto é, gh−1 ∈ H. Logo,

(gh−1)h ∈ H ⇒ g ∈ H

O que contraria nossa suposição inicial de que g ̸∈ H. Logo, gHg−1 ⊆ H.

Em ambos os casos, conclúımos que gHg−1 ⊆ H. Em virtude da proposição 17,

conclúımos que H ⊴ G.

Exemplo 22. Sejam G um grupo e n ∈ N− {0}. Se G possui um único subgrupo H de

ordem n, então H ⊴ G.

De fato, como H ≤ G, temos que e ∈ H. Dáı, e = geg−1 ∈ gHg−1 e, portanto,

gHg−1 ̸= ∅. Sejam x, y ∈ gHg−1. Então, existem h1, h2 ∈ H, tais que x = gh1g
−1 e

y = gh2g
−1. Dáı,

xy−1 = (gh1g
−1)(gh−1

2 g−1) = g(h1h
−1
2 )g−1 ∈ gHg−1

Portanto, gHg−1 ≤ G.

Agora, Considere a função

f : H −→ gHg−1

h 7−→ f(h) = ghg−1

Se h1, h2 ∈ H são tais que f(h1) = f(h2), então

gh1g
−1 = gh2g

−1 ⇒ g−1gh1g
−1g = g−1gh2g

−1g ⇒ h1 = h2

Logo, f injetiva. Por outro lado,

f(H) = {f(h) : h ∈ H} = {ghg−1 : h ∈ H} = gHg−1
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O que nos permite concluir que f é sobrejetiva e, portanto, uma bijeção entre H e

gHg−1. Logo, |gHg−1| = |H| = n, mas por hipótese, H é o único subgrupo de G de

ordem n. Logo, gHg−1 = H. Assim, pela proposição 17, conclúımos que H ⊴ G.

Teorema 6. Seja (G, ·) um grupo e H ⊴ G. Então G
/
H com a operação induzida de G

é um grupo.

Demonstração. Por hipótese, H ⊴ G. Segue-se da proposição 17, que a operação de G

induz uma operação sobre o conjunto das classes laterais de H em G, isto é,

· : G
/
H ×G

/
H −→ G

/
H

(aH, bH) 7−→ (aH) · (bH) = (ab)H

Queremos mostrar que (G
/
H, ·) é um grupo. Para isso, tomemos α, β, γ ∈ G

/
H.

Então existem a, b, c ∈ G, tais que α = aH, β = bH, γ = cH.

(i) Note que

(α · β) · γ = ((aH) · (bH)) · (cH)

= (ab)H · (cH)

= ((ab)c)H

= (a(bc))H

= (aH) · (bc)H

= (aH) · ((bH) · (cH))

= α · (β · γ)

O que garante a associatividade da operação induzida sobre G
/
H,

(ii) Sendo e o elemento neutro do grupo G, afirmamos que eH é o elemento neutro de

G
/
H relativamente a operação nele induzida por G. Com efeito,

(eH) · α = (eH) · (aH) = (ea)H = aH = α

De modo análogo, mostra-se que α · (eH) = α.

(iii) Afirmamos que α−1 = a−1H. De fato,

(aH) · (a−1)H = (aa−1)H = eH (a−1H) · (aH) = (a−1a)H = eH

Portanto, de (i), (ii) e (iii), conclúımos que (G
/
H, ·) é um grupo.

Definição 16. Sejam G um grupo e H ⊴ G. O grupo de suas classes laterais com a

operação induzida pela operação de G, é chamado de grupo quociente de G por H; ele

será denotado por G
/
H ou G

H
.
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Exemplo 23. Sejam (G, ·) e e seu elemento neutro. Sendo H = {e}, temos

G

H
= {gH : g ∈ G} = {g {e} : g ∈ G} = {{g} : g ∈ G}

Exemplo 24. Sejam n ∈ N − {0}. Note que Z
nZ = {m+ nZ : m ∈ Z}. Dáı, se x ∈ Z

nZ ,

então x = m + nZ, para algum m ∈ Z. Pelo algoritmo da divisão euclidiana, existem

q, r ∈ Z, com 0 ≤ r < n, tal que m = nq + r. Desse fato, segue-se que

x = (nq + r) + nZ = (nq + nZ) + (r + nZ)

Como nq − 0 = nq ∈ nZ, temos que nq + nZ = 0 + nZ. Logo, x = r + nZ , com

0 ≤ r < n, isto é,

Z
nZ

= {r + nZ : r ∈ {0, 1, 2, · · · , n− 1}} = {0 + nZ, 1 + nZ, · · · , (n− 1) + nZ}

Observação 16. Já estabelecemos que a classe de equivalência de um elemento em um

grupo, segundo a relação de congruência módulo um subgrupo H, coincide com a classe

lateral à esquerda determinada pelo mesmo elemento e em relação à H. Dessa forma,

podemos escrever k = k + nZ. Com essa notação, temos

Z
nZ

=
{
0, 1, · · · , n− 1

}
.

Proposição 19. Sejam (G, ·) um grupo e G′ seu subgrupo dos comutadores. Então

(i) G
G′ é abeliano.

(ii) G′ é o menor subgrupo normal de G com esta propriedade, isto é, se H ⊴ G e G
H

é abeliano, então G′ ⊆ H.

Demonstração. (i) Sejam α, β ∈ G
G′ , então existem a, b ∈ G tais que α = aG′ e β = bG′.

Queremos mostrar que αβ = βα, ou seja, (ab)G′ = (ba)G′; mas isso corre se, e somente

se, (ba)−1(ab) ∈ G′.

Note que (ba)−1(ab) = a−1b−1ab ∈ {xyx−1y : x, y ∈ S} ⊆ ⟨xyx−1y : x, y ∈ S⟩ = G′ e,

portanto, (ab)G′ = (ba)G′.

(ii) Suponha que H ⊴ G e G
H

é abeliano. Então, dados x, y ∈ G, temos que (yx)H =

(xy)H, isto é, (yx)−1(xy) ∈ H, ou ainda x−1y−1xy = x−1y−1(x−1)−1(y−1)−1 ∈ H. Segue-

se que {xyx−1y−1 : x, y ∈ G} ⊆ H. Dáı, G′ = ⟨xyx−1y−1 : x, y ∈ G⟩ ⊆ H.

Proposição 20. Seja (G, ·) um grupo e Z(G) seu centro. Se G
Z(G)

é ćıclico, então G é

abeliano. Em particular, o ı́ndice do centro nunca é primo.

Demonstração. Suponhamos que G
Z(G)

seja ćıclico. Então, existe g ∈ G, tal que ⟨gZ(G)⟩ =
G

Z(G)
= G

Z
; onde Z = Z(G).
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Dados a, b ∈ G, temos que aZ, bZ ∈ G
Z
. Então, existem m,n ∈ Z tais que aZ = (gZ)m

e bZ = (gZ)n. Como a ∈ aZ = gmZ e b ∈ bZ = gnZ, existem z1, z2 ∈ Z, tais que

a = gmz1 e b = gnz2. Segue-se que

ab = (gmz1)(g
nz2) = (z1g

m)(gnz2) = z1g
m+nz2 = z2g

n+mz1 = (z2g
n)(gmz1) = ba

Portanto, G é abeliano sempre que G
Z
é ćıclico.

Agora, supondo que (G : Z) é primo, então G
Z

é ćıclico e, pelo que acabamos de

mostrar, teŕıamos G abeliano; o que ocorre se, e somente se, Z = G. Segue-se que

(G : Z) = (G : G) =
|G|
|G|

= 1

Uma contradição.

Definição 17. Sejam H,K subgrupos de um grupo (G, ·). O produto de H por K é o

conjunto HK = {hk : h ∈ H ∧ k ∈ K}.

Observação 17. O conjunto HK nem sempre é um subgrupo de G. A seguir, mostrare-

mos condições para que HK ≤ G.

Proposição 21. Sejam (G, ·) um grupo e H,K subgrupos de G. Nestas condições:

⟨H ∪K⟩ = HK ⇐⇒ HK ≤ G

Demonstração. (⇒) Suponha que ⟨H ∪K⟩ = HK. Como ⟨H ∪K⟩ é, por definição, um
subgrupo de G, segue imediatamente que HK ≤ G.

(⇐) Seja e o elemento neutro de G (e, portanto, elemento neutro de H e de K). Para

quaisquer h ∈ H e k ∈ K, temos:

h = he ∈ HK k = ek ∈ HK

O que mostra que H ⊆ HK e K ⊆ HK. Consequentemente, H ∪K ⊆ HK. Como

⟨H ∪K⟩ é o menor subgrupo de G que contém H ∪K, então ⟨H ∪K⟩ ⊆ HK.

Por outro lado, como os elementos de HK são produtos de elementos de H por ele-

mentos de K (isto é, são da forma hk, com h ∈ H ⊆ HK e k ⊆ K ⊆ HK), segue que

h, k ∈ H ∪ K ⊆ ⟨H ∪K⟩. Logo, hk ∈ ⟨H ∪K⟩ e então, HK ⊆ ⟨H ∪ K⟩ e, portanto,

HK = ⟨H ∪K⟩.

Proposição 22. Sejam (G, ·) um grupo e H,K subgrupos de G. Então,

HK ≤ G ⇐⇒ HK = KH
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Demonstração. (⇒) Se x ∈ KH, então existem k ∈ K e h ∈ H, tais que x = kh. Segue-se

que x−1 = h−1k−1 ∈ HK ≤ G; logo, hk = (x−1)−1 = x ∈ HK e, portanto, KH ⊆ HK.

Agora, seja y ∈ HK ≤ G. Então, y−1 ∈ HK; o que implica que y−1 = hk, para certos

h ∈ H e k ∈ K. Logo, y = k−1h−1 ∈ KH, donde conclúımos que HK = KH.

(⇐) Suponha que HK = KH. Por definição, HK ⊆ G. Sendo e o elemento neutro

de G (e consequentemente, de H e de K) temos e = ee ∈ HK e, portanto, HK ̸= ∅.
Agora, sejam x, y ∈ HK. Então, x = h1k1 e y = h2k2, para certos h1, h2 ∈ H e

k1, k2 ∈ K. Dáı,

xy = (h1k1)(h2k2) = h1(k1h2)k2

Como k1h2 ∈ KH = HK, existem h3 ∈ H e k3 ∈ K, tais que k1h2 = h3k3, deste modo

xy = h1(k1h2)k2 = h1(h3k3)k2 = (h1h3)(k3k2) ∈ HK

Além disso, temos:

x−1 = (h1k1)
−1 = k−1

1 h−1
1 ∈ KH = HK

Portanto, HK ≤ G.

Corolário 4. Sejam H e K dois subgrupos de (G, ·). Se H ou K for normal em G, então

HK é um subgrupo de G.

Demonstração. Suponha que H ⊴ G. Sejam x ∈ HK, então existem h ∈ H e k ∈ K, tais

que x = hk. Dáı,

x = hk = e(hk) = kk−1(hk) = k(k−1hk) = k(k−1h(k−1)−1)

Pela normalidade de H em G, temos (k−1h(k−1)−1) ∈ H; então, x ∈ KH e assim,

HK ⊆ KH.

Agora, se y ∈ KH, então y = kh, para certos k ∈ K e h ∈ H. De modo análogo ao

caso anterior, temos:

y = kh = (kh)e = (khk−1)k ∈ HK

O que conclui a prova de que HK = KH. Portanto, pela proposição anterior, HK ≤
G.

Proposição 23. Sejam H e K dois subgrupos de um grupo finito G. Então:

|HK| = |H||K|
|H ∩K|

Demonstração. Considere a função

φ : H ×K −→ HK

(h, k) 7−→ φ(h, k) = hk
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Note que φ é sobrejetiva, pois

φ(H ×K) = {φ(h, k) : h ∈ H ∧ k ∈ K} = {hk : h ∈ H ∧ k ∈ K} = HK

Deste modo, temos que
·
∪

x∈HK
φ−1(x) = H ×K.

Vamos mostrar que, para cada x ∈ HK, a sua imagem inversa via φ possui |H ∩K|
elementos. Isso nos permitirá obter

|H ×K| =
∣∣∣∣ ·

∪
x∈HK

φ−1(x)

∣∣∣∣ = ∑
x∈HK

|φ−1(x)| =
∑

x∈HK

|H ∩K| = |HK| · |H ∩K|

Dado x ∈ HK, então x = hk, para certos h ∈ H e k ∈ K.

Sejam A = {(hα−1, αk) : α ∈ H ∩K} e a ∈ A. Então, existe α ∈ H ∩ K, tal que

a = (hα, α−1k). Note que

φ(a) = φ(hα, α−1k) = hαα−1k = hk = x

Logo a ∈ φ−1(x) e, portanto A ⊆ φ−1(x). Agora suponha que a ∈ φ−1(x). Então,

φ(a) = hk. Como φ−1(x) ⊆ H × K, existem h1 ∈ H e k1 ∈ K, tais que a = (h1, k1).

Assim, h1k1 = hk, isto é k1k
−1 = h−1

1 h ∈ H ∩K. Tomando α = k1k
−1 = h−1

1 h, segue-se

que a = (h1α, α
−1k1) ∈ A. Logo, φ−1(x) ⊆ A e, portanto, φ−1(x) = A, o que prova que

|φ−1(x)| = |H ∩ K|,∀x ∈ HK. Portanto, temos que |H × K| = |HK| · |H ∩ K|, o que

implica

|HK| = |H ×K|
|H ∩K|

=
|H| · |K|
|H ∩K|

2.5 Homomorfismos e Isomorfismos de Grupos

Definição 18. Sejam (G1, ·) e (G2,×) dois grupos. Uma função f : G1 −→ G2 é dita

um homomorfismo de G1 em G2, se, para todos x, y ∈ G1

f(x · y) = f(x)× f(y)

Além disso, dizemos que:

(1) f é um monomorfismo, quando f é injetiva.

(2) f é um epimorfismo, se f é sobrejetiva.

(3) f é um isomorfismo, quando f é bijetiva. Neste caso, dizemos que G1 é isomorfo

a G2 e utilizamos a seguinte notação para indicar esse fato: G1 ≃ G2.
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Exemplo 25. Seja G um grupo. A função

IdG : G −→ G

g 7−→ IdG(g) = g

é um homomorfismo chamado identidade.

De fato, dados x, y ∈ G, temos:

IdG(x · y) = x · y = IdG(x) · IdG(y).

Como a função identidade é sempre bijetiva, conclúımos que IdG é um isomorfismo.

Exemplo 26. Sejam G1, G2 dois grupos, e2 o elemento neutro de G2. A função

e : G1 −→ G2

g 7−→ e(g) = e2

é um homomorfismo chamado trivial.

Com efeito, se x, y ∈ G1, então

e(xy) = e2 = e2e2 = e(x)e(y).

Exemplo 27. Se G é um grupo e g ∈ G, então a função

Ig : G −→ G

x 7−→ Ig(x) = gxg−1

é um isomorfismo chamado de automorfismo interno determinado pelo elemento g.

Sejam x, y ∈ G, então

Ig(x)Ig(y) = (gxg−1)(gyg−1) = gxyg−1Ig(xy)

Logo, Ig é um homomorfismo. Note que, I−1
g = Ig−1, pois

(Ig ◦ Ig−1)(x) = Ig(Ig−1(x)) = Ig(g
−1xg) = gg−1xgg−1 = x = IdG(x)

De modo análogo, mostra-se que (Ig−1 ◦ Ig)(x) = IdG e, com isso, conclúımos que Ig é

bijetiva, uma vez que possui inversa a direita e à esquerda. Portanto, Ig é um isomorfismo

de G em G.

Proposição 24. Sejam G um grupo e H ≤ G. Então, H ⊴ G se, e somente se, Ig(H) =

H, ∀g ∈ G.
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Demonstração. Para todo g ∈ G, temos que

Ig(H) = {Ig(h) : h ∈ H} =
{
ghg−1 : h ∈ H

}
= gHg−1

Então,

H ⊴ G ⇐⇒ gHg = H, ∀g ∈ G ⇐⇒ Ig(H) = H,∀g ∈ G

Exemplo 28. Sejam G um grupo e H ⊴ G. Então,

η
H
: G −→ G

H

g 7−→ η
H
(g) = gH

é um epimorfismo chamado de projeção canônica G sobre G
H
.

De fato, sejam x, y ∈ G, então

η
H
(x) · η

H
(y) = xH · yH = (xy)H = η

H
(xy)

Além disso, note que η
H
(G) = {η

H
(x) : x ∈ G} = {xH : x ∈ G} = G

H
e, portanto, η

H
é

um epimorfismo.

Definição 19. Sejam f : G1 −→ G2 um homomorfismo de grupos e e2 o elemento neutro

do grupo G2. O conjunto

ker f = {x : x ∈ G1 ∧ f(x) = e2}

é chamado de núcleo de f .

Exemplo 29. Sejam G um grupo, H ⊴ G e η
H
a projeção canônica de G sobre G

H
. Note

que

ker η
H
= {x : x ∈ G ∧ η

H
(x) = eH}

= {x : x ∈ G ∧ xH = eH}

=
{
x : x ∈ G ∧ e−1x ∈ H

}
= {x : x ∈ G ∧ x ∈ H}

= G ∩H = H, pois H ⊆ G.

Teorema 7 (Propriedades elementares dos Homomorfismos). Sejam (G1, ·), (G2,×) gru-

pos; f : G1 −→ G2 um homomorfismo; e1, e2 elementos neutros de G1, G2 respectivamente

e x ∈ G1, então:

(1) f(e1) = e2.

(2) f(x−1) = [f(x)]−1.
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(3) Se H ≤ G1, então f(H) ≤ G2. Como consequência, f(G1) ≤ G2.

(4) Se H ⊴ G1, então f(H) ⊴ f(G1).

(5) Se H ≤ G1, então f
−1(f(H)) = H · kerf .

(6) Se K ≤ G2, então f
−1(K) é um subgrupo de G1 que contém kerf .

(7) Se K ⊴ G2, então f
−1(K) ⊴ G1. Como consequência, ker f ⊴ G1.

(8) Se K ≤ G2, então f(f
−1(K)) = K ∩ f(G1).

(9) f é injetiva se, e somente se, kerf = {e1}
(10) Se a ∈ G é um elemento de ordem n, então o (f(a))

∣∣n.
(11) Se f é um monomorfismo, então o (f(a)) = o(a),∀a ∈ G1.

(12) Se (G3, ∗) é um grupo e h : G2 −→ G3 um homomorfismo, então h ◦ f é um

homomorfismo de G1 em G3.

Demonstração. (1) Como f é um homomorfismo, temos que f(e1) × f(e1) = f(e1 · e1),
isto é, f(e1)× f(e1) = f(e1). Como f(e1) está no grupo G2, segue que

f(e1) = f(e1)× e2

= f(e1)× (f(e1)× [f(e1)]
−1)

= (f(e1)× f(e1))× [f(e1)]
−1

= f(e1 · e1)× [f(e1)]
−1

= f(e1)× [f(e1)]
−1

= e2

(2) Note que e2 = f(e1) = f(x · x−1) = f(x) × f(x−1), ou seja, e2 = f(x) × f(x−1).

Como f(x) ∈ G2, segue-se que

[f(x)]−1 = [f(x)]−1 × e2

= [f(x)]−1 × f(e1)

= [f(x)]−1 × f(x · x−1)

= [f(x)]−1 ×
(
f(x)× f(x−1)

)
=
(
[f(x)]−1 × f(x)

)
× f(x−1)

= e2 × f(x−1)

= f(x−1)

(3) Por definição, temos f(H) ⊆ G2 e, como f(e1) = e2, então f(H) ̸= ∅. Se y1, y2 ∈
f(H), então existem h1, h2 ∈ H, tais que f(h1) = y1 e f(h2) = y2. Segue que

y1y
−1
2 = f(h1) [f(h2)]

−1 = f(h1h
−1
2 ) ∈ f(H)

Portanto, f(H) ≤ G2. Como G1 ≤ G1, pelo que foi demonstrado, conclúımos que
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f(G1) ≤ G2, isto é, Imf ≤ G1.

(4) Sendo H ⊴ G1, em virtude do item (3), conclúımos que f(H) ≤ G2. Além disso,

se g2 ∈ f(G1) e y ∈ f(H), então existem h ∈ H e g1 ∈ G1, tais que y = f(h) e g2 = f(g1).

Deste modo,

g2 × y × g−1
2 = f(g1)× f(h)× f(g−1

1 ) = f(g1hg
−1
1 )

Assim, pela hipótese de que H ⊴ G1, segue que g1hg
−1
1 ∈ H e, portanto, f(H) ⊴ f(G).

(5) Por definição f−1 (f(H)) = {x : x ∈ G1 ∧ f(x) ∈ f(H)}. Seja x ∈ f−1 (f(H)),

então f(x) ∈ f(H). Assim, existe h ∈ H tal que f(h) = f(x). Dáı,

e = f(h−1)× f(x) = f(h−1x)

Donde conclúımos que h−1x ∈ kerf . Note que h ∈ H e h−1x ∈ kerf , então x =

h(h−1x) ∈ Hkerf . Logo, f−1 (f(H)) ⊆ Hkerf .

Agora, dado x ∈ Hkerf , existem h ∈ H e k ∈ kerf , tais que x = hk, dáı

f(x) = f(hk) = f(h)× f(k) = f(h)× e2 = f(h)

Deste modo, f(x) = f(h). Mas como h ∈ H, temos que f(h) ∈ f(H), ou seja,

f(x) ∈ f(H). Logo, x ∈ f−1 (f(H)) ,donde conclúımos que Hkerf ⊆ f−1 (f(H)) e,

portanto, f−1 (f(H)) = Hkerf .

(6) Por definição f−1(K) = {g : g ∈ G1 ∧ f(g) ∈ K} . Dáı, f−1(K) ⊆ G1. Por (1),

temos que f(e1) = e2 ∈ K, logo e1 ∈ f−1(K), assim, f−1(K) ̸= ∅.
Sejam x1, x2 ∈ f−1(K), então f(x1), f(x2) ∈ K. Como K ≤ G2, temos que f(x−1

2 ) =

[f(x2)]
−1 ∈ K, e assim, f(x1) × f(x−1

2 ) ∈ K, isto é, f(x1x
−1
2 ) ∈ K, o que implica que

x1x
−1
2 ∈ f−1(K) e, portanto, f−1(K) ≤ G1.

Além disso, se x ∈ kerf , então f(x) = e2 ∈ K. Logo, f(x) ∈ K, isto é, x ∈ f−1(K);

donde conclúımos que kerf ⊆ f−1(K).

(7) Sendo K ⊴ G2, em particular, K ≤ G2. Dáı, por (6), temos que f−1(K) ≤ G1.

Sejam x ∈ f−1(K) e g ∈ G1. Como f(x) ∈ K, pela normalidade de K em G2, ocorre

f(g) × f(x) × f(g−1) ∈ K, ou seja, f(gxg−1) ∈ K. Portanto, gxg−1 ∈ f−1(K). Isso

mostra que f−1(K) ⊴ G1. Tomando K = {e2}, então f−1(K) ⊴ G1. Mas,

f−1(K) = f−1({e2}) = {x : x ∈ G1 ∧ f(x) ∈ {e2}} = {x : x ∈ G1 ∧ f(x) = e2} = ker f

Portanto, ker f ⊴ G1.

(8) Suponha que y ∈ f(f−1(K)). Então, existe x ∈ f−1(K), tal que y = f(x). Como

x ∈ f−1(K), então f(x) ∈ K. Deste modo, y ∈ f(G1) e y ∈ K,isto é, y ∈ K ∩ f(G1) e,

portanto, f(f−1(K)) ⊆ K ∩ f(G1).

Sendo y ∈ K ∩ f(G1), então y ∈ K e y ∈ f(G1). Assim, existe g1 ∈ G1, tal que
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y = f(g1). Sendo f(g1) = y ∈ K, temos que g1 ∈ f−1(K). Evidentemente, temos

f(g1) ∈ f(f−1(K)), isto é, y ∈ f(f−1(K)). Logo, f(f−1(K)) ⊆ K ∩ f(G1) e, portanto,

f(f−1(K)) = K ∩ f(G1).

(9) (⇒) Suponha que f é injetiva. Seja x ∈ kerf . Então, f(x) = e2. Mas sendo f

um homomorfismo, por (1), f(e1) = e2. Pela injetividade de f , segue que x = e1, i.e.,

ker f = {e1}.
(⇐) Reciprocamente, suponha que ker f = {e1}. Sejam a, b ∈ G1, tais que f(a) = f(b).

Então f(ab−1) = e2. Logo, ab−1 ∈ ker f e, portanto, ab−1 = e2, isto é, a = b. Segue-se

que f é injetiva.

(10) Seja a ∈ G1, com o(a) = n ∈ N− {0}. Então, [f(a)]n = f(an) = f(e1) = e2, isto

é, [f(a)]n = e2. Dáı, o(f(a)) é finito e, além disso, o(f(a))
∣∣n.

(11) Seja a ∈ G1. Iremos analisar dois casos:

1º Caso: o(a) < ∞ . Neste caso, por (10) temos que o(f(a))
∣∣o(a). Note que

[f(a)]o(f(a)) = e2, isto é, f(ao(f(a))) = e2. Logo, ao(f(a)) ∈ ker f . Como f é um mono-

morfismo, de (9), segue-se que ao(f(a)) = e1. Dáı, o(a)
∣∣o(f(a)); donde conclúımos que

o(f(a)) = o(a).

2º Caso: o(a) = ∞. Neste caso, suponha por absurdo que o(f(a)) < ∞. Seja n =

o(f(a)). Dáı, [f(a)]n = e2. De modo análogo ao caso anterior, conclúımos que an = e1, o

que contradiz nossa suposição inicial de que o(a) = ∞. Portanto, o(f(a)) = ∞ = o(a).

(12) Sejam (G3, ∗) é um grupo e h : G2 −→ G3 um homomorfismo. Se x, y ∈ G1, note

que

(h ◦ f)(x) ∗ (h ◦ f)(y) = h(f(x)) ∗ h(f(y))

= h(f(x)× f(y))

= h(f(x · y))

= (h ◦ f)(x · y)

Portanto, h ◦ f : G1 −→ G3 é um homomorfismo de grupos.

Proposição 25. Se G é um grupo ćıclico, então G é finito ou G é infinito enumerável.

Demonstração. Seja G ćıclico. Então, existe a ∈ G, tal que G = ⟨a⟩.
1º Caso: G é infinito. Neste caso, considere a função

f : Z −→ G

z 7−→ f(z) = az



47

dados x, y ∈ Z, então

f(x+ y) = ax+y = axay = f(x)f(y)

Logo, f é um homomorfismo. Além disso, temos:

f(Z) = {f(z) : z ∈ Z} = {az : z ∈ Z} = ⟨a⟩ = G

Isso nos permite concluir que f é um epimorfismo.

Por outro lado, se x, y ∈ Z são tais que f(x) = f(y), então ax = ay, ou seja, ax−y = e.

Como |G| = ∞, pelo que mencionamos na observação 10, conclúımos que x− y = 0, i.e.,

x = y. Portanto, f é um isomorfismo.

2º Caso: G é finito. Neste caso, seja n = |G|. Iremos considerar a aplicação

f : Zn −→ G

z 7−→ f(z) = az

De modo análogo ao caso anterior, mostra-se que f é um epimorfismo.

Agora, se x, y ∈ Zn são tais que f(x) = f(y), então ax−y = e. Logo n
∣∣x − y, o

que implica n
∣∣|x − y|. Mas, sendo x, y ∈ Zn, temos que 0 ≤ x, y < n; isso acarreta

0 ≤ |x − y| < n, ou seja, |x − y| é múltiplo de n não negativo e menor que n, logo, só

pode ser |x− y| = 0 e, assim, x = y. Portanto, f é um isomorfismo.

Deste modo, podemos concluir que os únicos grupos ćıclicos (a menos de isomorfismos)

são (Z,+) e (Z,⊕
n
).

Teorema 8 (Teorema Fundamental dos Isomorfismos para Grupos). Sejam (G1, ·), (G2, ∗)
dois grupos, f : G1 −→ G2 um homomorfismo, H = kerf e η

H
: G1 −→ G1

H
a projeção

canônica de G sobre G
H
. Então, valem:

(1) Existe um único monomorfismo g : G1

H
−→ G2, tal que f = g ◦ η

H

(2) Img = Imf . Como consequência, G1

H
≃ Imf .

Demonstração. (1) Sejam g := {(xH, f(x)) : x ∈ G1} uma relação de G1

H
emG2 e (α, β), (γ, δ) ∈

g, tais que α = γ. Então, existem a, b ∈ G, tais que (α, β) = (aH, f(a)) e (γ, δ) =

(bH, f(b)). Como γ = α, temos que b−1a ∈ H = ker f . Logo, e2 = f(b−1a) = f(b−1)∗f(a),
o que acarreta f(a) = f(b), isto é, β = δ. Portanto g : G1

H
−→ G2 está bem definida.
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Sejam α, β ∈ G1

H
. Então, existem a, b ∈ G1, tais que α = aH e β = bH. Segue-se que

g(α · β) = g ((aH) · (bH)) = g(aH) ∗ g(bH) = g(α) ∗ g(β)

= g((ab)H)

= f(ab)

= f(a) ∗ f(b)

= g(aH) ∗ g(bH)

= g(α) ∗ g(β)

Logo, g é um homomorfismo. Seja α = aH ∈ ker g, então g(aH) = e2, isto é, f(a) = e2,

dáı a ∈ ker f , logo aH = e1H, ou seja α = e1H e, portanto, ker g = {e1H}. Segue-se que

g é um monomorfismo.

Note que, dado x ∈ G1,temos

(g ◦ η
H
)(x) = g(η

H
(x)) = g(xH) = f(x)

Logo, f = g ◦ η
H
.

Por fim, para mostrar a unicidade de g, suponha que existe um outro monomorfismo

h : G1

H
−→ G2 tal que f = h ◦ η

H
. Como η

H
é sobrejetiva, existe η : G1

H
−→ G1, tal que

η
H
◦ η = IdG1

H
. Como por hipótese, temos f = g ◦ ηH , então

g ◦ η
H
= h ◦ η

H
⇒ g ◦ (η

H
◦ η) = h ◦ (η

H
◦ η) ⇒ g ◦ IdG1

H
= h ◦ IdG1

H
⇒ g = h

Isso nos permite concluir que g : G1

H
−→ G2 é o único monomorfismo, tal que f = g◦η

H
.

(2) Observe que Img = {g(xH) : x ∈ G1} = {f(x) : x ∈ G1} = Imf . Dáı, segue-se que

g : G1

H
−→ Imf é um homomorfismo bijetivo, ou seja, g é um isomorfismo de G1

H
em Imf .

Logo, G1

H
≃ Imf .

Corolário 5. Sejam H ⊴ G e K ≤ G. Então

K

H ∩K
≃ KH

H

Demonstração. Inicialmente, vamos mostrar que KH
H

é de fato um grupo. Observe que,

sendo H ⊴ G e K ≤ G, temos que HK ≤ G e, portanto, HK = KH. Como H ⊴ G, vale

ghg−1 ∈ H, para todo h ∈ H e para todo g ∈ G; em particular, ghg−1, para todo h ∈ H

e para todo g ∈ HK ⊆ G. Logo, H ⊴ KH. Segue-se que (KH
H
, ·) é um grupo.

Agora, considere a projeção canônica η
KH

: KH −→ KH
H

. Recordemos que K ⊆ KH,

uma vez que ⟨H ∪K⟩ = KH. Considere a restrição η
KH

∣∣
K
: K −→ KH

H
, então

KH

H
= {(kh)H : k ∈ K ∧ h ∈ H} = {(kH)(hH) : k ∈ K ∧ h ∈ H} = {kH : k ∈ K} = η

KH

∣∣
K
(K)



49

Além disso, temos

ker η
KH

∣∣
K
=
{
x : x ∈ K ∧ η

KH

∣∣
K
(x) = eH

}
= {x : x ∈ K ∧ xH = eH}

= {x : x ∈ K ∧ x ∈ H}

= H ∩K

Portanto, pelo teorema fundamental do isomorfismo, conclúımos queK
/
(ker η

KH

∣∣
K
) ≃

η
KH

∣∣
K
(K), isto é, K

H∩K ≃ KH
H

.

Exemplo 30. Sejam G1, G2 dois grupos,H1 ⊴ G1 e H2 ⊴ G2. Então,

(1) H1 ×H2 ⊴ G1 ×G2.

(2) G1×G2

H1×H2
⊴
(

G1

H1

)
×
(

G2

H2

)
Como H1 ⊴ G1 e H2 ⊴ G2, podemos considerar tomar os epimorfismos η

H1
e η

H2
, que

são, respectivamente, as projeções canônicas de G1 sobre G1

H1
e de G2 sobre G2

H2
. Considere

a função

η : G1 ×G2 −→
(

G1

H1

)
×
(

G2

H2

)
(x, y) 7−→ η(x, y) =

(
η
H1
(x), η

H2
(y)
)

É evidente que η é um homomorfismo, pois, se α, β ∈ G1 × G2, então α = (x, y) e

β = (z, w), para certos x, z ∈ G1 e y, w ∈ G2. Dáı,

η(α · β) = η((x, y) · (z, w))

= η(x · z, y · w)

=
(
η
H1
(x · z), η

H2
(y · w)

)
=
(
η
H1
(x) · η

H1
(z), η

H2
(y) · η

H2
(w)
)

=
(
η
H1
(x), η

H2
(y)
)
·
(
η
H1
(z), η

H2
(w)
)

= η(x, y) · η(z, w)

= η(α) · η(β)

Mais precisamente, η é um epimorfismo, poi

η(G1 ×G2) = {η(x, y) : (x, y) ∈ G1 ×G2}

=
{
(η

H1
(x), η

H2
(y)) : x ∈ G1 ∧ y ∈ G2

}
=
{
η
H1
(x) : x ∈ G1

}
×
{
η
H2
(y) : y ∈ G2

}
= η

H1
(G1)× η

H2
(G2)

=

(
G1

H1

)
×
(
G2

H2

)
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Além disso, temos que

ker η = {(x, y) : (x, y) ∈ G1 ×G2 ∧ η(x, y) = (eH1, eH2)}

=
{
(x, y) : (x ∈ G1 ∧ y ∈ G2) ∧

(
η
H1
(x), η

H2
(y)
)
= (eH1, eH2)

}
=
{
(x, y) :

(
x ∈ G1 ∧ ηH1

(x) = eH1

)
∧
(
y ∈ G2 ∧ ηH2

(y) = eH2

)}
=
{
x : x ∈ G1 ∧ ηH1

(x) = eH1

}
×
{
y : y ∈ G2 ∧ ηH2

(y) = eH2

}
= ker η

H1
× ker η

H2

= H1 ×H2

Pelo teorema 7 item (7), segue que ker η ⊴ G1 × G2, ou seja, H1 × H2 ⊴ G1 × G2.

Por outro lado, do teorema fundamental dos isomorfismos de grupos, decorre que G1×G2

ker η
≃

η(G1 ×G2), isto é, G1×G2

H1×H2
≃
(

G1

H1

)
×
(

G2

H2

)
.

Teorema 9 (Teorema da correspondência). Sejam f : (G1, ·) −→ (G2,×) um homomor-

fismo de grupos, K = ker f , SK(G1) o conjunto dos subgrupos de G1 que contém K ,

S(f(G1)) o conjunto dos subgrupos de f(G1) e as funções

φ : SK(G1) −→ S(f(G1))

H 7−→ φ(H) = f(H)

ψ : S(f(G1)) −→ SK(G1)

L 7−→ ψ(L) = f−1(L)

Então,

(1) φ e ψ são bijeções, inversas uma da outra.

(2) H ⊴ G1 ⇒ φ(H) ⊴ φ(G1) = f(G1).

(3) L ⊴ Imf ⇒ ψ(L) ⊴ ψ(f(G1)) = G1.

Demonstração. (1) Vamos mostrar que φ e ψ são inversas uma da outra e, portanto,

bijeções. Seja H ∈ SK(G1), então H ≤ G1 e K ⊆ H. Note que φ(H) = f(H) ∈ S(f(G1)),

dáı

(ψ ◦ φ)(H) = ψ(φ(H)) = ψ(f(H)) = f−1(f(H))

Pelo teorema 7, item (5), segue-se que f−1(f(H)) = HK e, então, sendo K ⊆ H, con-

clúımos que HK = H. Logo, (ψ ◦ φ)(H) = H = IdSK(G1)(H), ou seja, φ ◦ ψ = IdSK(G1)

e, portanto, ψ é sobrejetiva e φ é injetiva.

Seja agora L ∈ SK(G1), então L ≤ f(G1). Observe que f−1(L) = ψ(L) ∈ S(f(G1)),

deste modo

(φ ◦ ψ)(L) = φ(ψ(L)) = φ(f−1(L)) = f(f−1(L))

Novamente, decorre do teorema 7, mas agora, do item (8), que f(f−1(L)) = L∩f(G1).

Como L ≤ f(G1), obtemos L ∩ f(G1) = L. Logo, (φ ◦ ψ)(L) = L, donde conclúımos que

φ é sobrejetiva e ψ é injetiva. Portanto, φ e ψ são bijeções e, além disso, φ−1 = ψ.

(2) Como H ⊴ G1, do teorema 7, segue f(H) ⊴ f(G1) = Imf , ou seja, φ(H) ⊴

φ(G1) = f(G1).
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(3) Sendo L ⊴ Imf , mais uma vez, pelo teorema 7, temos ψ(L) = f−1(L) ⊴ f−1(f(G1)) =

ψ(f(G1)) = G1, isto é, ψ(L) ⊴ G1.

Corolário 6. Seja H ⊴ G. Sejam NH(G) o conjunto dos subgrupos normais de G que

contêm H e N (G) o conjunto dos subgrupos normais em G
H
. Então a função

η : NH(G) −→ N
(
G
H

)
K 7−→ η(K) = K

H

é uma bijeção.

Demonstração. No teorema anterior, tome G1 = G, G2 = G
H

e f = η
H
. Do exemplo 29,

temos que ker η
H
= H. Portanto,

φ : SH(G) −→ S
(
G
H

)
K 7−→ φ(K) = η

H
(K)

é uma bijeção que leva subgrupos normais de SH(G) em subgrupos normais de S
(
G
H

)
,

isto é, leva elementos de NH(G), em elementos de N
(
G
H

)
.

Note que, se x ∈ φ(NH(G)), então existe K ∈ NH(G) ⊆ SH(G), tal que x = φ(K).

Como K ⊴ G, então, pelo teorema anterior, item (2), tem-se x = φ(K) ⊴ φ(G) = G
H
.

Logo, x ∈ N (G
H
) e, portanto, φ(NH(G)) ⊆ N (G

H
).

Agora, se L ∈ N (G
H
) ⊆ S(G

H
), então L ⊴ G

H
. Além disso, pelo item (3) do te-

orema anterior, temos que φ−1(L) ⊴ φ−1(G
H
) = G. Logo, φ−1(L) ∈ NH(G), isto é,

L = φ(φ−1(L)) ∈ φ(NH(G)) e, portanto, N (G
H
) ⊆ φ(NH(G)). Logo, φ(NH(G)) = N (G

H
).

Dáı, é fácil ver que a função η coincide com a restrição (que também é uma bijeção) de

φ ao domı́nio NH(G) e contradomı́nio φ(NH(G)) = N (G
H
) e, portanto, η é uma bijeção.
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3 Grupos finitos gerados por dois elementos

Na seção sobre subgrupos, definimos o subgrupo gerado por um subconjunto S de

um grupo G como a interseção da famı́lia de subgrupos de G que contêm S. Provamos

também que ⟨S⟩ é o menor subgrupo de G que contém S e que, na notação multiplicativa,

seus elementos são produtos, com quantidade finita de fatores, onde cada fator é uma

potência de elementos de S com expoentes inteiros. Assim, se a, b ∈ G e x ∈ ⟨a, b⟩, então
existem n ∈ N − {0}, elementos a1, a2, . . . , an ∈ {a, b} e k1, k2, . . . , kn ∈ Z, tais que x =

ak11 a
k2
2 · · · aknn . Nesta seção, mostramos que, quando os geradores a e b satisfazem certas

relações, a descrição dos elementos do subgrupo gerado por eles torna-se consideravelmente

mais simples. Além disso, demonstramos que as condições de congruência apresentadas

na introdução são necessárias para a existência de grupos com dois elementos a, b sujeitos

a tais relações e, quando essas condições são satisfeitas, que tal grupo é único a menos de

isomorfismo.

Teorema 10. Sejam s ∈ N−{0}, G1 um grupo finito com elemento neutro e e a, b ∈ G1

satisfazendo ba = asb ( ou equivalentemente Ig(a) = as). Sejam m,n ∈ N − {0} inteiros

tais que an = e e bm ∈ ⟨a⟩, então
(1) bt · ar = ars

t · bt, ∀t ∈ N e ∀r ∈ Z.
(2)⟨a, b⟩ = {aibj : i, j ∈ N ∧ 0 ≤ i ≤ n− 1 ∧ 0 ≤ j ≤ m− 1}.
(3) o(a) = n e m = min

{
l : l ∈ N− {0} ∧ bl ∈ ⟨a⟩

}
⇐⇒

∣∣⟨a, b⟩∣∣ = nm.

(4) Se n = o(a), m = min
{
l : l ∈ N− {0} ∧ bl ∈ ⟨a⟩

}
, u um inteiro tal que bm =

au, G2 um grupo com elemento neutro e2 e α, β ∈ G2, então existe um homomorfismo

f : ⟨a, b⟩ −→ G2 tal que f(a) = α e f(b) = β se, e somente se, βα = αsβ, αn = e2 e

βm = αu.

Demonstração. (1) Na demonstração da proposição 18, vimos que (bab−1)k = bakb−1, ∀k ∈
Z. Utilizaremos esse fato para mostrar que bt ·ar = ars

t ·bt, ∀r ∈ Z. Para isso, realizaremos

indução sobre t.

Para todo r ∈ Z, temos b0ar = ar = ars
0
b0. Se t ∈ N − {0} é tal que btar = ars

t
bt,

para todo r ∈ Z, então

bt+1ar = b(btar) = bars
t

bt = (bars
t

b−1)bt+1 (i)
= (bab−1)rs

t

bt+1 = (asbb−1)rs
t

bt+1 = ars
t+1

bt+1

Onde a igualdade (i) decorre da proposição mencionada inicialmente. Assim, pelo

Prinćıpio de Indução, temos que btar = ars
t
bt, ∀t ∈ N, ∀r ∈ Z.

(2) Seja H = {aibj : i, j ∈ N ∧ 0 ≤ i ≤ n − 1 ∧ 0 ≤ j ≤ m − 1}. Evidentemente,

H ⊆ ⟨a, b⟩. Agora, se x ∈ ⟨a, b⟩, então, usando o fato de que an = e e bm ∈ ⟨a⟩,
existem k ∈ N − {0} e r1, r2, · · · , rk, t1, t2, · · · , tk ∈ N, tais que x = ar1bt1ar2bt2 · · · arkbtk .
Novamente, utilizaremos indução; agora, sobre k. Os caso k = 0 e k = 1 são evidentes,

pois ab = a1b1, e = a0b0 ∈ H.
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Supondo que ar1bt1ar2bt2 · · · ark−1btk−1 = aibj, para k−1 ∈ N−{0} , 0 ≤ r1, r2, · · · , rk−1, i <

n e 0 ≤ t1, t2, · · · , tk−1, i < m. Dáı,

x = (aibj)(arkbtk) = ai(bjark)btk
(∗)
= ai(arks

j

bj)btk = ai+rks
j

bj+tk

Onde a igualdade (∗) decorre do item (1) deste teorema. Deste modo, pelo algoritmo

da divisão euclidiana, existem q1, q2, p1, p2 ∈ Z, com 0 ≤ p1 < n e 0 ≤ p2 < m, tais que

i+ rks
j = q1n+ p1 e j + tk = q2m+ p2. Segue-se que

x = (an)q1ap1(bm)q2bp2 = ap1auq2bp2

Mais uma vez, aplicando o algoritmo da divisão euclidiana, existem q3, p3 ∈ Z, com
0 ≤ p3 < n, tais que p1 + uq2 = q3n + p3, donde conclúımos que x = ap3bp2 e, portanto,

x ∈ H, isto é, ⟨a, b⟩ ⊆ H. Logo, ⟨a, b⟩ = {aibj : 0 ≤ i ≤ n− 1 ∧ 0 ≤ j ≤ m− 1}.
(3) (⇒) Suponha que o(a) = n e m = min

{
l : l ∈ N ∧ bl ∈ ⟨a⟩

}
,vamos mostrar que

os elementos de {aibj : 0 ≤ i ≤ n− 1 ∧ 0 ≤ j ≤ m− 1} são dois a dois distintos; isso nos

permitirá concluir que
∣∣⟨a, b⟩∣∣ = ∣∣ {0, 1, 2, · · · , n− 1} × {0, 1, 2, · · · ,m− 1}

∣∣ = nm.

Sejam i, k ∈ {0, 1, 2, · · · , n− 1} e j, l ∈ {0, 1, 2, · · · ,m− 1}, tais que aibj = akbl,

então bj−l = ak−i ∈ ⟨a⟩. Como m := min
{
p : p ∈ N ∧ bl ∈ ⟨a⟩

}
, segue que m

∣∣j − l,

mais geralmente, m
∣∣|j − l|. Entretanto, sendo j, l ∈ {0, 1, 2, · · · ,m− 1}, conclúımos

que 0 ≤ |j − l| < m, com m
∣∣|j − l|. Logo, |j − l| = 0 e, portanto, j = l. Dáı,

ak−i = bj−j = b0 = e, como o(a) = n, temos n
∣∣|k − i|, e de modo análogo ao que foi

feito anteriormente, obtemos k = i. Portanto, os elementos de ⟨a, b⟩ são dois a dois

distintos e, dáı,
∣∣⟨a, b⟩∣∣ = nm.

(⇐) Suponha que
∣∣⟨a, b⟩∣∣ = nm. Por hipótese, temos an = e e bm ∈ ⟨a⟩. Então, o(a)

∣∣n,
e assim, o(a) ≤ n. A fim de obter uma contradição, suponha que existam n′ ∈ N − {0}
tais que n′ < n, com an

′
= e. Então, em virtude do item (2) deste teorema, teŕıamos

⟨a, b⟩ = {aibj : i, j ∈ N ∧ 0 ≤ i ≤ n′ − 1 ∧ 0 ≤ j ≤ m− 1}

Ou seja ⟨a, b⟩ teria no máximo n′m < nm elementos, uma contradição. De modo

análogo, tomando m′ < m com bm ∈ ⟨a⟩, obtemos que ⟨a, b⟩ teria no máximo nm′ < nm

elementos. Portanto, o(a) = n e m = min
{
l : l ∈ N ∧ bl ∈ ⟨a⟩

}
.

(4) (⇒) Suponha que exista um homomorfismo f : ⟨a, b⟩ −→ G2 com f(a) = α e

f(b) = β. Então,

βα = f(b)f(a) = f(ba) = f(asb) = [f(a)]s f(b) = αsβ
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Além disso, como αn = [f(a)]n = f(an) = f(e) = e2 e

βm = [f(b)]m = f(bm) = f(au) = [f(a)]u = αu.

(⇐) Suponha agora que βα = αsβ, αn = e2e β
m = αu. Em virtude do item (2) deste

teorema, a função abaixo está bem definida

f : ⟨a, b⟩ −→ G2

aibj 7−→ f(aibj) = αiβj

Sejam x, y ∈ ⟨a, b⟩, então existem i, k ∈ {0, 1, 2, · · · , n− 1} e j, l ∈ {0, 1, 2, · · · ,m− 1},
tais que x = aibj e y = akbl. Note que,

xy = ai(bjak)bl = ai(aks
j

bj)bl = ai+ksj · bj+l

Assim, para que possamos aplicar f ao composto xy, devemos assegurar que 0 ≤
i + ksj < n e 0 ≤ j + l < m. Assim, pelo algoritmo da divisão euclidiana, existem

q1, q2, r1, r2 ∈ Z, com 0 ≤ r1 < n e 0 ≤ r2 < m, tais que i+ksj = q1n+r1 e j+l = q2m+r2.

Logo,

xy = (an)q1ar1(bm)q2br2 = ear1auq2br2 = ar1+ubr2

Aplicando novamente o algoritmo da divisão, temos que r1 + uq2 = q3n + r3, para

certos q3, r3 ∈ Z e 0 ≤ r3 < n. Dáı,

xy = (an)q3ar3br2 = ar3br2

Logo, f(xy) = f(ar3br2) = αr3βr2 . Contudo, como r2 = j + l − q2m e r3 = r1 + uq2 −
q3n = i+ ksj − q1n+ u− q3n, ou seja, r2 = −mq2 + j+ l e r3 = i+ ksj + uq2 −n(q1 + q3).

Segue-se que

f(xy) = αr3βr2

= αiαksj(αu)q2(αn)−(q1+q3)β−mq2βjβl

= αiαksj(βmq2eβ−mq2)βjβl

= αiαksj(βmq2−mq2)βjβl

= αi(αksjβj)βl

Do item (1) deste teorema, também segue que βtαr = αrstβ; ∀r, t ∈ N. Logo,

f(xy) = αi(βjαk)βl = (αiβj)(αkβl) = f(x)f(y)
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Portanto, f é um homomorfismo entre os grupos ⟨a, b⟩ e G2.

Teorema 11. Sejam n,m, s ∈ N− {0} e u ∈ N.
(1) Se G é um grupo de ordem nm e a, b ∈ G são tais que

(∗)



G = ⟨a, b⟩

an = e

bm = au

ba = asb

Então, sm ≡ 1 (mod n) e u(s− 1) ≡ 0 (mod n).

(2) Quando existe um grupo de ordem nm satisfazendo (∗), ele é único a menos de

isomorfismos.

Demonstração. (1) Pelo primeiro item do teorema 10, temos que bma1 = a1·s
m
bm e b1au =

aus
1
b1. Como bm = au ∈ ⟨a⟩, e ⟨a⟩ é ćıclico (portanto abeliano), temos que

abm = as
m

bm ⇒ a = as
m ⇒ as

m−1 = e⇒ o(a)
∣∣sm − 1

Por outro lado, como au = bm ∈ ⟨b⟩, que também é abeliano, segue que

aub = ausb⇒ au = aus ⇒ au(s−1) = e⇒ o(a)
∣∣u(s− 1)

Mas como |⟨a, b⟩| = nm e valem (∗), em virtude do terceiro item do teorema 10, segue

que o(a) = n. Portanto, n
∣∣sm − 1 e n

∣∣u(s − 1), ou seja, sm ≡ 1 (mod n) e u(s − 1) ≡ 0

(mod n).

(2) Suponha que G1, G2 sejam dois grupos de ordem nm e que admitam elementos

a, b ∈ G1 e α, β ∈ G2, que estes satisfaçam (∗), isto é,

G1 = ⟨a, b⟩

an = e

bm = au ∈ ⟨a⟩

ba = asb



G2 = ⟨α, β⟩

αn = e2

βm = αu ∈ ⟨α⟩

βα = αsβ

Onde e e e2 são, respectivamente os elementos neutros dos grupos G1 e G2. Como

|⟨a, b⟩| = nm = |⟨α, β⟩|, segue do terceiro item do teorema 10 que n e m são mı́nimos

com essas propriedades. Decorre do item (4) do teorema mencionado que existe um

homomorfismo f : G1 −→ G2, tal que f(a) = α e f(b) = β.

Dado y ∈ ⟨α, β⟩, existe i, j ∈ N, com 0 ≤ i < n e 0 ≤ j < m, tais que y = αiβj. Dáı,
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sendo aibj ∈ ⟨a, b⟩, temos que

f(aibj) = [f(a)]i [f(b)]j = αiβj = y

Portanto f é sobrejetiva.

Sejam x, y ∈ ⟨a, b⟩, tais que f(x) = f(y). Então, existem i, j, k, l ∈ N, com 0 ≤ i, k < n

e 0 ≤ j, l < m, tais que x = aibj e y = akbl. Dáı,

f(aibj) = f(akbl) ⇒ αiβj = αkβl ⇒ βj−l = αk−i ∈ ⟨a⟩

Como m := min {t : t ∈ N ∧ βt ∈ ⟨a⟩}, segue que m
∣∣j − l, logo, m

∣∣|j − l|. Entretanto,
sendo 0 ≤ j, l < n, conclui-se que |j − l| = 0, ou seja, j = l. Deste modo, αk−i = e2

e, portanto, n = o(a)
∣∣k − i ⇒ n

∣∣|k − i| (∗∗)⇒ k = i, onde a implicação (∗∗), decorre de

termos 0 ≤ i, k < n. Logo, f é injetiva e, portanto, um isomorfismo de G1 em G2, ou

seja, G1 ≃ G2.

3.1 Uma condição de existência

No teorema a seguir, mostraremos que se n,m, s são inteiros positivos e u ∈ N, então
as condições sm ≡ 1 (mod n) e u(s− 1) ≡ 0 (mod n) são suficientes para a existência de

um grupo finito G de ordem nm e de a, b ∈ G satisfazendo as condições:

(∗)



G = ⟨a, b⟩

an = e

bm = au

ba = asb.

Um teorema de existência, afirma a existência de um objeto satisfazendo certas propri-

edades. A prova de um teorema desta natureza consiste em exibir um objeto e provar que

o mesmo tem as propriedades exigidas. É comum, na literatura matemática, apresentar-

se o objeto em questão sem fornecer a ideia do que motivou a escolha do mesmo. Por

exemplo, no Teorema 4 de Lima (2020, p. 17); Monteiro (1969, p. 39) no Teorema 10;

Vieira (2021, p. 397) no Teorema 6.1 e Gonçalves (2017, p. 39), ao comentar sobre o anel

dos Quatérnions.

O teorema a seguir (nosso principal resultado) é um teorema de existência. Antes de

sua prova, apresentaremos uma motivação para escolha do objeto em questão.

Teorema 12 (Condições suficientes para a existência de um grupo finito G satisfazendo

as condições em (∗)). Sejam n,m, s ∈ N−{0} e u ∈ N. Se sm ≡ 1 (mod n) e u(s−1) ≡ 0



57

(mod n), então existe um grupo finito G de ordem nm e elementos a, b ∈ G, tais que

(∗)



G = ⟨a, b⟩

an = e , (e - elemento neutro de G)

bm = au

ba = asb

Motivação 1. Vimos que, se G1 é um grupo finito de ordem nm gerado por dois elementos

α, β ∈ G1 satisfazendo as relações em (∗), então sm ≡ 1 (mod n), u(s− 1) ≡ 0 (mod n)

e G1 = {αiβj : (i, j) ∈ Zn × Zm}. Além disso, dados (x, y), (x1, y1) ∈ Zn × Zm, temos:

(αxβy)(αx1βy1) = αx(βyαx1)βy1

= αx(αx1syβy)βy1

= αx+x1syβm·qm(y+y1)+rm(y+y1)

= αx+x1sy (βm)qm(y+y1) βrm(y+y1)

= αx+x1sy (αu)qm(y+y1) βrm(y+y1)

= αx+x1sy+u·qm(y+y1)βrm(y+y1)

= αqn+rn(x+x1sy+u·qm(y+y1))βrm(y+y1)

= (αn)q(αrn(x+x1sy+u·qm(y+y1)))βrm(y+y1)

= eq(αrn(x+x1sy+u·qm(y+y1)))βrm(y+y1)

= αrn(x+x1sy+uqm(y+y1))βrm(y+y1)

Onde qm(k), indica o quociente da divisão do inteiro k por m e q = qn(x + x1s
y +

uqm(y + y1)), ou seja:

(αxβy)(αx1βy1) = αrn(x+x1sy+uqm(y+y1))βrm(y+y1) (1)

.

A igualdade em (1) induz uma operação ⊙ sobre Zn × Zm, dada por:

(x, y)⊙ (x1, y1) = (rn(x+ x1s
y + uqm(y + y1)), rm(y + y1))

Esperamos que (Zn × Zm,⊙) seja um grupo (de ordem nm) satisfazendo as relações

em (∗). Além disso, se isto for verdade, a função

φ : Zn × Zm −→ G1

(x, y) 7−→ φ(x, y) = αiβj
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deve ser um isomorfismo.

Isto nos dá ideia, de como escolher a, b ∈ Zn × Zm, os quais devem ser tais que

φ(a) = α e φ(b) = β e, então, a = (1, 0) e b = (0, 1). Também, o elemento neutro de

G = Zn × Zm deve ser e = (0, 0).

Além disso, para que todo elemento (x, y) ∈ Zn × Zm seja simetrizável, devem existir

x1 ∈ Zn e y1 ∈ Zm, tais que

(x, y)⊙ (x1, y1) = e = (x1, y1)⊙ (x, y)

Mas isso ocorre se, e somente se,
rn(x+ x1s

y + u · qm(y + y1)) = 0

rn(x1 + xsy1 + u · qm(y1 + y)) = 0

rm(y + y1) = 0

Da terceira equação, obtemos que m
∣∣y+ y1. como y, y1 ∈ Zm, temos que 0 ≤ y+ y1 <

2m. Dáı, devemos ter y = y1 = 0 ou y+y1 = m, ou seja, temos y = y1 = 0 ou y1 = m−y;
se y ̸= 0. No primeiro caso, temos:rn(x+ x1s

0 + u · qm(0 + 0)) = 0

rn(x1 + xs0 + u · qm(0 + 0)) = 0

Como qm(0) = 0, então rn(x + x1) = 0, isto é, n
∣∣x + x1. De modo análogo, devemos

ter x = x1 = 0 ou x1 = n− x. Dessa forma, obtemos:

(x1, y1) =

(0, 0), se x = y = 0

(n− x, 0) se x ̸= 0 ∧ y = 0

No segundo caso, como qm(m) = 1, temos:
rn(x+ x1s

y + u · qm(m)) = 0

rn(x1 + xsm−y + u · qm(m)) = 0

rm(m) = 0

=⇒


rn(x+ x1s

y + u) = 0

rn(x1 + xsm−y + u) = 0

0 = 0

Da segunda equação, obtemos x1 ≡ (−xsm−y − u) (mod n) e, sendo x1 ∈ Zn, então

x1 = rn(x1) = rn(−xsm−y − u).

Por outro lado, da primeira equação, obtemos x1s
y ≡ (−x − u) (mod n). Como

assumimos que 1 ≡ sm (mod n), então x1 ≡ x1s
m (mod n). Dáı,

x1 ≡ x1s
m ≡ (x1s

y)(sm−y) ≡ (−x− u)(sm−y) ≡ (−xsm−y − usm−y) (mod n)
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Além disso, de u(s−1) ≡ 0 (mod n), obtemos us ≡ u (mod n). Por indução, podemos

concluir que usk ≡ u (mod n), ∀k ∈ N. Em particular, temos que usm−y ≡ u (mod n).

Isso nos permite obter x1 ≡ (−xsm−y − u) (mod n). Dáı,

x1 = rn(x1) = rn(−xsm−y − u)

Logo, a solução do sistema para y ̸= 0 é o par (rn(−xsm−y − u),m− y).

Em śıntese, nosso candidato a inverso do elemento (x, y) ∈ G é o elemento (x1, y1) ∈
G, dado por:

(x, y)−1 = (x1, y1) =


(0, 0), se x = y = 0

(n− x, 0), se y = 0

(rn(−xsm−y − u),m− y), se y ̸= 0

Com essas considerações, inciemos a prova do teorema em questão.

Demonstração. Inciaremos mostrando que e := (0, 0) é o elemento neutro de G relativa-

mente à operação ⊙. Para isso, tomemos (x, y) ∈ G, então:

(x, y)⊙ (0, 0) = (rn(x+ 0sy + uqm(y + 0), rm(y + 0))

= (rn(x+ uqm(y), rm(y))

= (rn(x+ u · 0), rm(y))

= (rn(x), rm(y))

= (x, y)

(0, 0)⊙ (x, y) =
(
rn(0 + xs0 + uqm(0 + y), rm(0 + y)

)
= (rn(x+ u · 0), rm(y))

= (rn(x), y)

= (x, y)

Segue-se que e é o elemento neutro de G relativamente à operação ⊙.

Agora, dado (x, y) ∈ G, seja (x1, y1) ∈ G, definido por:

(x1, y1) =


(0, 0), se x = y = 0

(n− x, 0), se y = 0

(rn(−xsm−y − u),m− y), se y ̸= 0

Mostraremos que (x, y)−1 = (x1, y1).
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1º Caso: (x, y) = (0, 0). Neste caso, temos

(x, y)⊙ (x1, y1) = (0, 0)⊙ (0, 0)

=
(
rn(0 + 0s0 + uqm(0 + 0)), rm(0 + 0)

)
= (rn(0 + 0 + u · 0), 0)

= (0, 0)

∴ (x, y)⊙ (x1, y1) = (0, 0) = (x1, y1)⊙ (x, y)

2º Caso: y = 0. Neste caso, (x1, y1) = (n− u, 0). Temos, então:

(x, y)⊙ (x1, y1) = (x, 0)⊙ (n− x, 0)

=
(
rn(x+ (n− x)s0 + uqm(0 + 0)), rm(0 + 0)

)
= (rn(x+ n− x+ uqm(0)), rm(0))

= (rn(n+ u · 0), 0)

= (rn(n), 0)

= (0, 0)

∴ (x1, y1)⊙ (x, y) = (0, 0)

(x1, y2)⊙ (x, y) = (n− x, 0)⊙ (x, 0)

=
(
rn((n− x) + xs0 + uqm(0 + 0)), rm(0 + 0)

)
= (rn(n− x+ x+ u · 0), 0)

= (rn(n), 0)

= (0, 0)

∴ (x, y)⊙ (x1, y1) = (0, 0)

3º Casos: y ̸= 0. Neste caso, (x1, y1) = (rn(−xsm−y − u),m− y). Então:

(x, y)⊙ (x1, y1) = (x, y)⊙ (rn(−xsm−y − u),m− y)

=
(
rn(x+ rn(−xsm−y − u)sy + uqm(y + (m− y)), rm(y + (m− r)

)
=
(
rn(x+ (−xsm−y − u)sy + uqm(m)), rm(m)

)
= (rn(x− xsm − usy + u · 1, 0)

= (rn(x(1− sm)− usy + u, 0) , mas 1− sm ≡ 0 (mod n) e usy ≡ u (mod n)

= (rn(x · 0− u+ u), 0)

= (0, 0)
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∴ (x1, y1)⊙ (x, y) = (0, 0)

(x1, y1)⊙ (x, y) = (rn(−xsm−y − u),m− y)⊙ (x, y)

=
(
rn(rn(−xsm−y − u) + xsm−y + uqm((m− y) + y)), rm((m− y) + y)

)
=
(
rn(−xsm−y − u+ xsm−y + uqm(m)), rm(m)

)
= (rn(−u+ u · 1), 0)

= (0, 0)

∴ (x, y)⊙ (x1, y1) = (0, 0)

Em ambos os casos, mostramos que (x, y) ⊙ (x1, y1) = e = (x1, y1) ⊙ (x, y). Isso nos

possibilita concluir que

(x, y)−1 = (x1, y1) =


(0, 0) se x = 0 ∧ y = 0

(n− x, 0), se y = 0

(rn(−xsm−y − u),m− y), se y ̸= 0

Deste modo, para concluir que (G,⊙) é um grupo, resta verificar que a operação ⊙
sobre G é associativa. Sejam α, β, γ ∈ G, então existem x, x1, x2 ∈ Zn e y, y1, y2 ∈ Zm,

tais que α = (x, y), β = (x1, y1) e γ = (x2, y2). Apenas aplicando a definição da operação,

obtemos o seguinte resultado para (α⊙ β)⊙ γ:

(
rn(rn(x+ x1s

y + uqm(y + y1)) + x2s
rm(y+y1) + uqm(rm(y + y1) + y2)), rm(rm(y + y1) + y2)

)
Indiquemos por t1 e t2, respectivamente, a primeira e segunda componente do elemento

(α⊙ β)⊙ γ. Dáı,

t2 = rm(rm(y + y1) + y2)

= rm(rm(y + y1) + rm(y2))

= rm(y + y1 + y2)

= rm(rm(y) + rm(y1 + y2))

= rm(y + rm(y1 + y2))
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Por outro lado, para a primeira componente, temos:

t1 = rn(rn(x+ x1s
y + uqm(y + y1)) + x2s

rm(y+y1) + uqm(rm(y + y1) + y2))

=
(i)

rn(x+ x1s
y + uqm(y + y1) + x2s

(ii)

y+y1 + uqm(rm(y + y1) + y2))

= rn(x+ (x1 + x2s
y1)sy + u(

(iii)

qm(y + y1) + qm(rm(y + y1) + y2))

= rn(x+ (x1 + x2s
y1)sy + u

(iii)

qm(y + y1 + y2)

= rn(x+ (x1 + x2s
y1)sy + u(

(iii)

qm(y1 + y2) + qm(y + rm(y1 + y2))))

= rn(x+ (x1 + x2s
y1)sy + uqm(y1 + y2) + uqm(y + rm(y1 + y2)))

= rn(x+ (x1 + x2s
y1)sy +

(iv)

usyqm(y1 + y2) + uqm(y + rm(y1 + y2)))

= rn(x+ (x1 + x2s
y1 + uqm(y1 + y2))s

y + uqm(y + rm(y1 + y2)))

= rn(x+ (rn(x1 + x2s
y1 + uqm(y1 + y2))) s

y + uqm(y + rm(y1 + y2)))

Ou seja,

(α⊙ β)⊙ γ =(rn(x+ (rn(x1 + x2s
y1 + uqm(y1 + y2))) s

y

+uqm(y + rm(y1 + y2))), rm(y + rm(y1 + y2)))

Assim, obtemos:

(α⊙ β)⊙ γ = (x, y)⊙ ((rn(x1 + x2s
y1 + uqm(y1 + y2)), rm(y1 + y2))

= (x, y)⊙ ((x1, y1)⊙ (x2, y2))

= α⊙ (β ⊙ γ)

Logo, a operação ⊙ sobre G é associativa e, portanto, (G,⊙) é um grupo. Agora,

precisamos mostrar que existem elementos a, b ∈ G satisfazendo as relações em (∗). Pondo
a := (1, 0) e b := (0, 1), observe que

a2 = a⊙ a = (1, 0)⊙ (1, 0) =
(
rn(1 + 1s0 + uqm(0 + 0)), rm(0 + 0)

)
= (rm(2), 0)

Isso nos indica que possivelmente teremos, para k ∈ N, ak = (rn(k), 0). De fato,

(i)rn(
k∑

i=1

xi) = rn(
k∑

i=1

rn(xi)), ∀k ∈ N ∧ ∀xi ∈ Z
(ii)sy+y1 ≡ srm(y+y1) (mod n)
(iii)qm(y + y1) + qm(rm(y + y1) + y2) = qm(y + y1 + y2) = qm(y1 + y2) + qm(y + rm(y1 + y2))
(iv)u(s− 1) ≡ 0 mod n ⇒ usy ≡ u mod n
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a0 = (0, 0) = (rn(0), 0). Supondo que ak = (rn(k), 0), para algum k ∈ N− {0}, então

ak+1 = ak ⊙ a

= (rn(k), 0)⊙ (1, 0)

=
(
rn(rn(k) + 1s0 + uqm(0 + 0), rm(0 + 0)

)
= (rn(rn(k) + rn(1)) + u · 0), 0)

= (rn(k + 1), 0)

Pelo Prinćıpio de Indução, temos que ak = (rn(k), 0), para todo k ∈ N. Como con-

sequência, ak = (k, 0) ̸= (0, 0), para todo k ∈ N; com 0 < k < n e an = (rn(n), 0) =

(0, 0) = e. Logo, o(a) = n.

Além disso, note que b2 = b⊙b = (0, 1)⊙(0, 1) = (rn(0 + 0s1 + uqm(1 + 1)), rm(1 + 1)) =

(rn(uqm(2)), rm(2)); isso nos leva a conjecturar que bk = (rn(uqm(k)), rm(k)). Para

k = 0, temos b0 = (0, 0) = (rn(uqm(0)), rm(0)). Para algum k ∈ N − {0}, suponha

que bk = (rn(uqm(k)), rm(k)). Então,

bk+1 = bk ⊙ b

= (rn(uqm(k)), rm(k))⊙ (0, 1)

=
(
rn(rn(uqm(k)) + 0srm(k) + uqm(rm(k) + 1), rm(rm(k) + 1)

)
= (rn(uqm(k) + uqm(rm(k) + 1), rm(k + 1))

= (rn(u(qm(k) + qm(rm(k) + 1), rm(k + 1))

= (rn(u(qm(k) + 0 + qm(rm(k) + rm(1)), rm(k + 1))

= (rn(u(qm(k) + qm(1) + qm(rm(k) + rm(1)), rm(k + 1))

=
(
rn(u

(v)

qm(k + 1)), rm(k + 1)
)

Novamente, pelo Prinćıpio de Indução, temos bk = (rn(uqm(k)), rm(k)) ∀k ∈ N. Dáı,

bm = (rn(uqm(m)), rm(m)) = (rn(u · 1)), 0) = (rn(u), 0) = au

Além disso, se k ∈ N e 0 < k < m, então

bk = (rn(uqm(k)), rm(k)) = (rn(u · 0), k) = (0, k) ̸= au

Observe que ⟨a⟩ =
{
ak : k ∈ Z

}
= {(rn(k), 0) : k ∈ Z}. Como bk = (0, k) /∈ ⟨a⟩, sem-

pre que k é um inteiro entre 0 em, podemos concluir quem = min {t : t ∈ N− {0} ∧ bt ∈ ⟨a⟩}.

(v)qm(a+ b) = qm(a) + qm(b) + qm(rm(a) + rm(b)), ∀a, b ∈ Z
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Também, temos que

as ⊙ b = (rn(s), 0)⊙ (0, 1) =
(
rn(rn(s) + 0s0 + uqm(0 + 1)), rm(0 + 1)

)
= (rm(s+ uqm(1)), rm(1))

= b⊙ a

Como n e m são mı́nimos satisfazendo an = e e bm ∈ ⟨a⟩, pelo item (3) do teorema

10, segue-se que |⟨a, b⟩| = nm. Mas |G| =
∣∣Zn × Zm

∣∣ = ∣∣Zn

∣∣ · ∣∣Zm

∣∣ = nm e, portanto,

G = ⟨a, b⟩.

3.2 Aplicações

A prova que apresentamos do Teorema Principal foi construtiva: além de garantir a

existência de grupos finitos gerados por dois elementos satisfazendo certas relações, ela

nos permite descrever explicitamente o conjunto subjacente e a operação que o torna um

grupo. Deste modo, para ilustrar a pertinência e a utilidade do resultado, mostraremos

como ele pode ser utilizado para garantir a existência de certas famı́lias clássicas de grupos,

como os quatérnions generalizados Qn e os grupos diedrais Dn. Além disso, apresentamos

uma aplicação adicional do teorema, esta, no contexto da classificação de grupos: a partir

dele é posśıvel listar, a menos de isomorfismos, todos os grupos de ordem 2p, com p primo

ı́mpar. Esse resultado fornece uma descrição completa e elegante dos posśıveis modelos

de grupos para essa classe de ordens.

1º Aplicação: Sejam n ∈ N − {0, 1, 2},m = 2, u = 0 e s = n − 1, então sm =

(n − 1)2 ≡ 1 (mod n) e u(s − 1) = 0(n − 2) = 0 ≡ 0 (mod n). Logo, existe um grupo

finito G de ordem nm = 2n e α, β ∈ G, tais que

(∗)



G = ⟨α, β⟩

αn = e (e - elemento neutro de G)

βm = αu

βα = αsβ

O grupo G acima é único (a menos de isomorfismos) e, pela nossa demonstração

anterior, G = Zn × Z2 e a operação em G é dada por

(x, y)⊙ (x1, y1) = (rn(x+ x1(n− 1)y), r2(y + y1))

para todos (x, y), (x1, y1) ∈ G e α e β são, respectivamente, (1, 0) e (0, 1).

Uma outra forma de se obter G é considerar α e β as permutações do grupo simétrico
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Sn, dadas por

α, β : {1, 2, · · · , n} −→ {1, 2, · · · , n}
i 7−→ α(i) = rn(i) + 1

i 7−→ β(i) = δi1 + (1− δi1)(n+ 2− i)

em que δij =

1, i = j

0, i ̸= j
, ou seja,

α =

(
1 2 3 · · · n− 1 n

2 3 4 · · · n 1

)
e β =

(
1 2 3 · · · n− 1 n

1 n n− 1 · · · 3 2

)

e tomar G como o subgrupo de Sn gerado por α e β, i.e., G = ⟨α, β⟩. Além disso, temos:

(I) β ̸= id e β2 = id.

(II) Para todo i ∈ {1, 2, · · · , n} e todo k ∈ N, temos αk(i) = rn(i + (k − 1)) + 1.

Consequentemente, obtemos:

(i) αk ̸= id, para 0 < k < n;

(ii) αn = id

Segue-se que n e m = 2 são mı́nimos satisfazendo as igualdades αn = id e βm ∈ ⟨α⟩.
Portanto, a ordem de G = ⟨α, β⟩ é 2n.

Mostraremos agora que as afirmações em (I) e (II) são válidas e, portanto, que valem

(i) e (ii).

(I) β(2) = δ2i + (1− δ2i)(n+ 2− 2) = 0 + (1− 0)n = n ̸= id(2). Logo, β ̸= id. Dado

i ∈ {1, 2, · · · , n}, temos: β2(i) = β(β(i)) = β(δi1 + (1− δi1)(n+ 2− i)). Então,

β2(i) =

β(1), se i = 1

β(n+ 2− i), se i ̸= 1

=

1, se i = 1

β(j), se i ̸= 1, com j = n+ 2− i

=

1, se i = 1

δj1 + (1− δj1)(n+ 2− j), se i ̸= 1

=

1, se i = 1

0 + (1− 0)(n+ 2− j) pois i ̸= 1 implica j ≥ 2

=

1, se i = 1

n+ 2− (n+ 2− i), se i ̸= 1
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β2(i) =

1, se i = 1

i, se i ̸= 1

Segue-se que β2(i) = i = id(i), para todo i ∈ {1, 2, · · · , n}. Portanto, β2 = id.

(II) Dado i ∈ {1, 2, · · · , n}, temos α(i) = rn(i) + 1 = rn(i+ (1− 1)) + 1. Dado k ∈ N,
suponhamos que αk(i) = rn(i+ (k − 1)) + 1. Dáı,

αk+1(i) = αk(α(i))

= αk(rn(i) + 1)

= αk(j), com j = rn(i) + 1

= rn(j + (k − 1)) + 1

= rn(rn(i) + 1 + (k − 1)) + 1

= rn(rn(i) + k) + 1

= rn(rn(rn(i)) + rn(k)) + 1

= rn(rn(i) + rn(k)) + 1

= rn(i+ k) + 1

= rn(i+ ((k + 1)− 1)) + 1.

Pelo Prinćıpio de Indução, segue-se que αk(i) = rn(i+(k−1))+1, para todo k ∈ N e todo

i ∈ {1, 2, · · · , n}. Como consequência, se 0 < k < n, então αk(1) = rn(1 + (k − 1)) + 1 =

rn(k) + 1 = k + 1 ̸= 1 = id(1). Logo, αk ̸= id.

Agora, dado i ∈ {1, 2, · · · , n}, temos:

αn(i) = rn(i+ (n− 1)) + 1

=

rn(1 + (n− 1)) + 1, se i = 1

rn((i− 1) + n) + 1 se i ̸= 1

=

rn(n) + 1, se i = 1

rn(rn(i− 1) + rn(n)) + 1 se i ̸= 1

=

0 + 1, se i = 1

rn(i− 1) + 1 se i ̸= 1
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αn(i) =

1, se i = 1

(i− 1) + 1 se i ̸= 1

=

1, se i = 1

i, se i ̸= 1

= i = id(i)

Portanto, αn = id.

Para completar, mostremos que βα = αn−1β. Dado i ∈ {1, 2, · · · , n}, então

(βα)(i) = β(α(i)) = β(rn(i) + 1)

=

β(i+ 1), se i ̸= n

β(1), se i = n

=

δ(i+1)1 + (1− δ(1+i)1)((n+ 2)− (i+ 1)), se i ̸= n

1, se i = n

=

(n+ 2)− (i+ 1), se i ̸= n

1, se i = n

=

n+ 1− i, se i ̸= n

1, se i = n

= δin + (1− δin)(n+ 1− i)

Logo, (βα)(i) = δin + (1− δin)(n+ 1− i). Por outro lado, temos:

(αn−1β)(i) = αn−1(β(i))

= αn−1(δi1 + (1− δi1)(n+ 2− i))

=

αn−1(1), se i = 1

αn−1(n+ 2− i), se i ̸= 1

=

rn(1 + ((n− 1)− 1)) + 1, se i = 1

rn((n+ 2− i) + ((n− 1)− 1)) + 1, se i ̸= 1
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(αn−1β)(i) =

rn(n− 1) + 1, se i = 1

rn(n+ (n− i)) + 1, se i ̸= 1

=

(n− 1) + 1, se i = 1

rn(n− i) + 1, se i ̸= 1

=

(n− 1) + 1, se i = 1

(n− i) + 1, se i ̸= 1

= (n− i) + 1

= δin + (1− δin)(n− i+ 1)

= δin + (1− δin)(n+ 1− i)

= (βα)(i)

Segue-se que (βα)(i) = (αn−1β)(i), para todo i ∈ {1, 2, · · · , n}. Logo, βα) = αn−1β.

Temos, portanto, que G é um grupo finito de ordem 2 · n, gerado por α e β satisfazendo
αn = id

β2 = id

βα = αn−1β

O grupo G, neste caso, é chamado de Grupo Diedral de ordem 2n, o qual é denotado

por Dn e coincide (i.e., isomorfo) com o grupo das simetrias de um poĺıgono regular de n

lados.

2ª Aplicação: Seja n ∈ N−{0, 1, 2}. Pondo n′ = 2n−1,m = 2, u = 2n−2 e s = 2n−1−1,

temos:

sm = (2n−1 − 1)2 = 22n−2 − 2n−1 + 1 = 2n−1(2n−1 − 1) + 1 (I)

u(s− 1) = 2n−2(2n−1 − 1− 1) = 2n−2(2n−1 − 2) = 2n−1(2n−2 − 1) (II)

De (I) e (II), pelo nosso teorema principal, existe um grupo G de ordem n′m = 2n,

gerado por dois elementos α, β ∈ G, tais que:
α2n−1

= e

β2 = α2n−2

βα = α2n−1−1β

O grupo G acima é chamado dos quatérnions generalizados e é denotado por Qn.

Também podemos obter este grupo como um subgrupo de GL2(C) das matrizes quadradas

de ordem 2 com entradas complexas, chamado de o grupo linear geral sobre C, do seguinte
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modo.

Sejam a = e
2πi

2n−1 , α =

[
a 0

0 a−1

]
e β =

[
0 1

−1 0

]
. Temos que

α2n−1
=

 1 0

0 1


β2 =

 −1 0

0 −1

 = α2n−2

βα = α2n−1−1β

Por indução, temos que αk =

[
ak 0

0 a−k

]
, para todo k ∈ N. Mas, para todo k ∈ N;

com 0 < k < 2n−1, temos ak = e
2πki
2n−1 = cos( 2πk

2n−1 ) + i sin( 2πk
2n−1 ) ̸= 1. Dáı, conclúımos que

n = 2n−1 e m = 2 são mı́nimos satisfazendo αn = e e βm ∈ ⟨α⟩. Logo, |Qn| = nm = 2n.

Observação 18. Qn ̸≃ D2n−1, pois, Qn possui um único elemento de ordem 2, o elemento[
−1 0

0 −1

]
, enquanto que em D2n−1, todos os elementos β, αβ, α2β, · · · , α2n−1−1β (as

rotações espaciais, caso D2n−1 seja o grupo de simetria de um poĺıgono regular de 2n−1

lados) têm ordem 2.

3º Aplicação: Seja p ∈ N um número primo ı́mpar. Mostraremos que Z2p e Dp são

os únicos grupos de ordem 2p, a menos de isomorfismos.

Seja G um grupo de ordem 2p. Inicialmente, mostraremos que: (i) G possui um

elemento a de ordem p e (ii) G possui um elemento b de ordem 2.

Se G for ćıclico gerado por γ, tome a := γ2. Se G não for ćıclico, então, pelo Teorema

de Lagrange, temos o(g) ∈ {2, p}, ∀g ∈ G− {e}. Suponha por absurdo que G não possui

elemento de ordem p, então G é abeliano. Dáı, Se a ∈ G e b ∈ G− ⟨a⟩, então
a2 = e

b2 = e ∈ ⟨a⟩

ba = a1b

E portanto, |⟨a, b⟩| = 2 ·2 = 4, uma contradição, pois 4 ̸ |2p. Isso mostra que G admite

elemento de ordem p, o qual representaremos por a.

Seja H := ⟨a⟩, como |H| = p, então (G : H) = 2. Pelo exerćıcio 21, conclúımos que

H ⊴ G. Seja g ∈ G −H. Como gH ∈ (G
/
H) e |(G

/
H)| = 2, então (gH)2 = eH. Dáı,

g2 ∈ H. Logo,

|⟨g2⟩|
∣∣|H| ⇒ |⟨g2⟩| ∈ {1, p}

Temos, então, dois casos a analisar:
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1º Caso: o(g2) = 1. Neste caso, g2 = (g2)1 = e e, como g ̸= e, conclúımos que

o(g) = 2. Dáı, ponha b := g.

2º Caso: o(g2) = p. Neste caso, (g2)p = e, isso implica que o(gp) = 2. Dáı, ponha

b := gp.

Portanto, G possui um elemento de ordem 2 em ambos os casos. Seja b este elemento.

Em śıntese, já obtemos n := p,m := 2 e, como b2 = e = a0, escolheremos u = 0. Assim,

basta determinar s para que seja posśıvel utilizar o teorema principal deste trabalho.

Recordemos que, se ⟨a, b⟩ é um grupo de nm elementos satisfazendo as relações em

(∗), então deve ocorrer sm ≡ 1 (mod p), isto é p
∣∣s2 − 1 = (s+ 1)(s− 1). Sendo p primo,

conclúımos que p|(s + 1) ou p|(s − 1). Isso nos leva a escolher s = p − 1 ou s = 1. Dáı,

temos 

G = ⟨a, b⟩

ap = e

b2 = a0

ba = ap−1b

ou



G = ⟨a, b⟩

ap = e

b2 = a0

ba = a1b

No caso em que s = p − 1, temos que G ≃ Dp. Para o caso em que s = 1, temos

que a e b comutam. Além disso, mdc(o(a), o(b)) = mdc(p, 2) = 1. Pela proposição 16,

conclúımos que o(ab) = o(a)o(b) = 2p. Logo, G é ćıclico e, portanto, isomorfo a Z2p.

4 Considerações Finais

O estudo desenvolvido ao longo deste trabalho teve como propósito provar, por meio de

uma demonstração fundamentada principalmente em resultados elementares da teoria dos

grupos, que as congruências sm ≡ 1 (mod n) e u(s−1) ≡ 0 (mod n), além de necessárias,

são condições suficientes para a existência de grupos finitos da forma G = ⟨a, b⟩, definidos
pelas relações an = e, bm = au e ba = asb. A motivação para essa abordagem decorreu da

lacuna expositiva identificada na literatura consultada, na qual o caso u ̸= 0 é mencionado,

mas não demonstrado.

A partir dessa lacuna, buscamos construir uma argumentação que, além de rigorosa,

fosse pedagogicamente transparente. A estratégia de apresentar primeiro as implicações

algébricas das relações dadas, seguida da construção expĺıcita do grupo como um conjunto

de pares ordenados dotado de uma operação cuidadosamente definida, revelou-se adequada

para alcançar esse objetivo.

As aplicações apresentadas ao final do Caṕıtulo 3 reforçam o potencial do Teorema

Principal como ferramenta para a compreensão de classes importantes de grupos finitos.

Em particular, mostramos como os quatérnions generalizados Qn e o grupo diedral Dn

emergem naturalmente como casos especiais das relações (∗), e como o resultado obtido

permite ainda uma classificação direta e elegante de todos os grupos de ordem 2p, com p
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primo ı́mpar. Essas aplicações ilustram a utilidade, abrangência e simplicidade estrutural

que a apresentação estudada pode oferecer no contexto da classificação de grupos de

pequena ordem.

Do ponto de vista didático, acreditamos que o material desenvolvido contribui para

tornar mais acesśıvel um tema que, frequentemente, é apresentado por meio de técnicas

mais sofisticadas ou com motivações pouco explicitadas. A demonstração constrúıda

procura não apenas estabelecer a validade do resultado, mas também oferecer ao leitor o

encadeamento conceitual que naturalmente leva às escolhas feitas ao longo do processo.

Como posśıvel desdobramento desta pesquisa, identificamos que Garcia (1985) afirma

que, com os mesmos métodos utilizados no caso de dois geradores, pode-se obter um

resultado análogo para grupos finitos gerados por três elementos. Ressaltamos, entretanto,

que no texto consultado o autor não apresenta demonstração desse fato, limitando-se a

enunciar as condições envolvidas.

Mais precisamente, Garcia (1985, p.386-387) afirma que, se n,m, p, u, t, s, r ∈ N, então,
existe um grupo G = ⟨a, b, c⟩ de ordem nmp, satisfazendo as relações

an = e, bm = au, cp = e, ba = atb, ca = asc, cb = brc,

se, e somente se, as seguintes congruências abaixo são verificadas:

tm ≡ 1 (mod n), sp ≡ 1 (mod n), rp ≡ 1 (mod (mn/mdc(u, n)))

t r−1 ≡ 1 (mod n), u
(
szty − rz

)
≡ 0 (mod n), 0 ≤ y < m, 0 ≤ z < p.

Assim, um desdobramento natural deste trabalho consiste em investigar se o método

construtivo desenvolvido para o caso de dois geradores pode, de fato, ser estendido ao

caso de três elementos, de modo a proceder de forma análoga ao que realizamos aqui,

produzindo uma demonstração fundamentada e acompanhada da motivação que esclareça

os racioćınios envolvidos na prova da afirmação em questão.
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VIEIRA, V. L. Álgebra Abstrata Básica: Volume I. 1. ed. São Paulo: Livraria da
F́ısica, 2021.


	Introdução
	Teoria Básica de Grupos
	Grupos
	Subgrupos
	Classes Laterais e o Teorema de Lagrange
	Subgrupos Normais e Grupos Quocientes
	Homomorfismos e Isomorfismos de Grupos

	Grupos finitos gerados por dois elementos
	Uma condição de existência
	Aplicações

	Considerações Finais
	Referências

