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RESUMO

O presente trabalho investigou, em uma abordagem qualitativa e de carater
exploratorio, a importancia de aliar o ensino as situacbes que fazem parte do
cotidiano do estudante. O objetivo foi construir uma sequéncia didatica, para o
ensino da circunferéncia, usando como organizador prévio o GPS. Com uma visao
baseada na teoria de David P. Ausubel sobre aprendizagem significativa, buscamos
mostrar pontos de vista a serem explorados pelo educador para a conducdo do
processo de ensino aprendizagem. A metodologia utilizada foi pesquisa bibliografica
com o intuito de identificar e relacionar as teorias dos principais autores e tedricos
gue abordam o conceito da aprendizagem significativa e suas implicacfes. Para este
momento foi escolhido a tecnologia utilizada no Sistema de Posicionamento Global
(GPS), envolvendo o conceito de trilateracdo e os aspectos geométricos contidos no
processo de localizag&o. Utilizando o software GeoGebra como recurso auxiliar para
o ensino do tépico circunferéncia de geometria analitica, foi construida uma
sequéncia didatica para exemplificar a contextualizacdo do conteido de matematica
com a tecnologia utilizada no GPS. Com os efeitos da pandemia e alguns aspectos
relacionados aos cronogramas escolares, a aplicacdo da sequéncia soO sera possivel
no proximo ano, quando a mesma sera efetivamente testada e melhorada a partir
dos resultados obtidos. Apesar disso, a discussdo acerca do tema promove uma
reflexdo sobre o papel dos organizadores prévios na construcdo de pontes entre os
conteldos a serem apresentados e a identidade cognitiva do estudante, na
expectativa de que esse conteudo novo possa adquirir significado na sua estrutura

cognitiva.

Palavras-Chave: Organizador Prévio. Aprendizagem Significativa. Ensino. GPS.

Geometria Analitica.



ABSTRACT

The presentworkinvestigated, in a  qualitativeandexploratory  approach,
theimportanceofcombiningteachingwithsituationsthat are partofthestudent'sdailylife.
The objectivewasto build a didacticsequence for teachingthecircumference, using
GPS as a previousorganizer. With a viewbasedonthetheoryof David P.
Ausubelonmeaningfullearning, weseekto show points
ofviewtobeexploredbytheeducatortoconducttheteaching-learningprocess. The
methodologyusedwasbibliographicresearch in ordertoidentifyand relate
thetheoriesofthemainauthorsandtheoriststhat approach
theconceptofmeaningfullearningand its implications. For thismoment,
thetechnologyused in the Global Positioning System (GPS) waschosen,
involvingtheconceptoftrilaterationandthegeometricaspectscontained in
thelocalizationprocess. UsingGeoGebra software as anauxiliaryresource for
teachingthetopiccircumferenceofanalyticalgeometry, a

didacticsequencewasbuilttoexemplifythecontextualizationofmathematicscontentwithth

etechnologyused in GPS. Withtheeffectsofthepandemicand some
aspectsrelatedtoschool schedules,
theapplicationofthesequencewillonlybepossiblenextyear, when it
willbeeffectivelytestedandimprovedbasedontheresultsobtained. Despitethis,

thediscussiononthetopicpromotes a reflectiononthe role ofpreviousorganizers in
building bridges betweenthecontentstobepresentedandthestudent'scognitiveidentity,

in theexpectationthatthis new contentcanacquiremeaning in theircognitivestructure.

Keywords: PreviousOrganizer. Meaningful  Learning.  Teaching. GPS.

AnalyticalGeometry.
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INTRODUCAO

No decorrer da graduacdo em matematica, observei e vivenciei varios desaf

encontrados na educacdo basica. A participacdo em projetos de extensédo, PIE..
(Programa Institucional de Bolsas de Iniciagdo a Docéncia), estagios e eventos
institucionais dentro e fora do estado me fez ter uma visédo razoavel do que acontece
na realidade da escola publica. Existe uma constante necessidade de se buscar
metodologias que possibilitem que o processo de ensino-aprendizagem ocorra de

forma satisfatéria.

Em uma sociedade em que o uso da tecnologia € um pré-requisito obrigatorio para
integracdo do individuo a sociedade, € essencial que tais recursos estejam
presentes no ambiente escolar. Nem sempre é possivel dispor de equipamentos de
Ultima geracdo ou mesmo de equipamentos adequados para que 0s estudantes
possam trabalhar. E mesmo quando existem, raramente o professor de mateméatica

o utiliza em prol do desenvolvimento de atividades contextualizadas.

Seja por falta de conhecimento ou habilidade, o fato é que existem empecilhos que
dificultam a presenca das TICs (Tecnologias da informacdo e comunicacao) nas
aulas de matematica. As crescentes inovagdes tecnoldgicas trazem novas
possibilidades para o ensino, onde softwares se tornam caminhos mais presentes a
cada dia. Mas a simples introducdo de softwares na vida do estudante ndo garante
uma aprendizagem significativa. E necesséario que o professor aprenda a usé-las

adequadamente.

Durante os anos em que participei do PIBID, o desenvolvimento de sequéncias
didaticas era algo frequente dado os objetivos da implantacdo do programa nas
escolas. Um dos nossos papéis como monitores era possibilitar a construgdo de
atividades que auxiliassem o aprendizado dos estudantes. A necessidade de se
utilizar materiais manipulativos para o ensino de matematica, aliado ao meu
interesse pessoal por tecnologia, abriu minha mente para questdes voltadas para a

potencializacdo de uma aprendizagem significativa.

Tal questdo me motivou a construir esse trabalho como uma forma de investigar a
possibilidade de se trabalhar a geometria analitica usando como organizador prévio

uma ferramenta tecnologica amplamente conhecida - o GPS — levando a reflexao
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sobre a importancia de se abrir caminhos para chamar a atencéo dos estudantes,
planejando e construindo novos pontes pedagdgicas.

Devemos enfatizar que o baixo rendimento na aprendizagem de matematica tem
como um dos fatores a acomodacéo dos professores de matemética em querer se
permitir ir além para promover uma educagdo melhor. Fato que, ndo podemos
atribuir a culpa totalmente ao educador e eximir um sistema falho, que carece de
mais atencdo e empenho da sociedade. Porém, na linha de frente da batalha por
uma educacao de qualidade, o professor deve zelar pela aprendizagem daqueles
que possuem a educagdo como unico caminho para melhorar sua condi¢cdo de vida

e de sua familia.

Partindo desses principios e da quantidade de atrativos que o0s estudantes
vivenciam no cotidiano, ha a necessidade de se encontrar bons materiais para o
desenvolvimento das aulas. Existem diversos estimulos que vao contra o
desenvolvimento cognitivo do estudante, disputando atencdo com o aprendizado
escolar, manipulando a mente, viciando-o em h4bitos nada saudaveis. Aplicativos de
celular, redes sociais, jogos e os chamados “influenciadores digitais”, que pregam
uma cultura que aprisiona o usuario por varias horas as telas dos smartphones e
Computadores. Além de envolver o estudante em uma bolha de consumismo de
conteldos que pouco agregam conhecimento,eles ainda estimulam a criacdo de
grupos sociais incapazes de refletir sobre suas escolhas e o impacto na sua vida

familiar e social.

A forma de introduzir novos conteddosé um dos pontos chave para atrair a atencdo
desses estudantes e o uso de organizadores prévios podem potencializar o
desenvolvimento da aprendizagem significativa e servir de incentivo para que 0s
eles foquem nos estudos. Com tantas influéncias negativas cercando o cotidiano do
estudante, o educador possui a misséo desafiadora de encontrar formas de ganhar a

atencao e principalmente manter esse aluno no caminho do aprendizado.

Segundo AUSUBEL (2000, p.11 apud Moreira, 1999) "organizadores prévios sao
materiais introdutorios apresentados antes do material de aprendizagem em si. [...]
se destinam a facilitar a aprendizagem significativa de topicos especificos, ou série
de ideias estreitamente relacionadas." Em termos de eficacia da estratégia ao utilizar
0s organizadores prévios, MOREIRA (1999, p. 12) afirma que eles tém um efeito

14



pequeno na aprendizagem e depende de condi¢des especificas para ocorrer, como
por exemplo, que o estudante tenha conhecimentos prévios relevantes para o
processo em andamento e possua também predisposicdo para aprender. Sem esses
elementos ndo ha organizador que supra as condi¢cdes para o desenvolvimento da

aprendizagem significativa.

Apesar dos efeitos serem considerados pequenos no aprendizado do aluno, eles
iniciam um processo de adaptacdo e modelagem do aprendizado que permite ao
aluno deter as propriedades para coordenar seus métodos de estudo e analisar a
forma como ele lida com as novas informacdes introduzidas a cada ciclo de

aprendizagem.

OBJETIVO GERAL

Construir uma sequéncia didatica para o ensino de circunferéncia, no terceiro ano do
ensino meédio, utilizando a tecnologia do GPS como organizador prévio, articulada ao
uso do Geogebra como ferramenta auxiliar no ensino dos conceitos geométricos

envolvidos.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

i. Destacar os conceitos geométricos envolvidos no funcionamento do GPS e
aplica-los no organizador prévio do contetdo programatico da 32 série do Ensino
Médio.

ii. Introduzir a circunferéncia como lugar geométrico, suas medidas, posicdes
relativas e equacdes, relacionando-asaoconceito de trilateracéo.

iii. Analisar os calculos utilizados na determinacdo do posicionamento de
receptores de GPS e leva-los ao ambiente da aula de matemética.

iv. Discutir aspectos ligados ao ensino-aprendizagem que podem ser utilizados
como ferramentas para mediar a construcédo do conhecimento do estudante.

v. Elaborar uma sequéncia didatica para o ensino de circunferéncia no terceiro ano

do ensino médio.
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JUSTIFICATIVA

Quando se estabelece um processo de ensino-aprendizagem, entre o educador e o
estudante cria-se também a necessidade de se atentar aos aspectos que tenham o
potencial de propiciar uma aprendizagem significativa. Como detentor de
conhecimentos prévios, o educando necessita de ferramentas que permitam a
ancoragem dos novos conceitos apresentados ao seu universo no processo de
aprendizado. Segundo o que apresenta a BNCC (Base Nacional Comum
Curricular)(2018):

“Essa formacao nao é possivel sem que os estudantes produzam sentidos e
significados acerca de suas aprendizagens, de maneira contextualizada e
protagonista, levando em conta o conhecimento prévio que trazem da
esfera escolar e para além dela, aspectos que se observam na leitura dos

relatos de pratica dos professores.” BNCC (2018, p.1)

A importancia de bons elementos norteadores de dinamicas que tenham potencial
de produzir significados para o estudante nos levou a pensar sobre quais aspectos
devem se fazer presentes em uma aula de geometria. Mais especificamente no
momento do primeiro contato do estudante com um novo contetdo, sobre quais

fatores levam o processo de ensino-aprendizagem a obter éxito.

O professor ja encontra naturalmente um alto nivel de concorréncia com fatores
atrativos que cercam o estudante no cotidiano, redes socias, jogos, videos, musicas,
0s préprios colegas com aquele assunto do dia anterior ou mesmo do final de
semana, além do préprio aparelho celular. Sdo tantos concorrentes lutando para
atrair a atencdo do estudante que uma aula expositiva ndo tem a minima chance de

se sobressair.

Dai, surge a necessidade de se observar 0 ensino como um processo interacional
qgue parte dos conhecimentos prévios do estudante, permeia por uma discussao e
ancoragem da nova informacdo por meio dos significados criados pelo préprio
educando e retorna para ele como um agregado fundamentado por todos os

conhecimentos relacionados aquele tema.

‘A passagem da aprendizagem mecénica para a aprendizagem
significativa ndo é natural, ou automatica; € uma ilusdo pensar que o
aluno pode inicialmente aprender de forma mecanica, pois, ao final

do processo, a aprendizagem acabara sendo significativa; isto pode
16



ocorrer, mas depende da existéncia de subsuncores adequados, da
predisposicdo do aluno para aprender, de materiais potencialmente
significativos e da mediacao do professor; na pratica, tais condi¢cdes
muitas vezes ndo sdo satisfeitas e 0 que predomina é a
aprendizagem mecanica’(MOREIRA, 2011, p.32).

Portanto, entender como 0s organizadores prévios atuam para contribuir com o
aprendizado do estudante pode fornecer uma ferramenta fundamental para tornar a
aula um ambiente prazeroso e atraente. Além de que, a escolha de um bom
organizador prévio permite que este atue como uma ponte para a estruturacdo do
conhecimento e preparacdo para as proximas etapas do conteudo programatico.
Observando o GPS como uma ferramenta que as pessoas utilizam frequentemente,
acreditamos que este possui um grande potencial educacional,visto que, podemos

explorar conceitos inerentes a tecnologia para proporcionar uma aula

contextualizada que possa ser atraente para os estudantes.

PERCURSO METODOLOGICO

A presente investigacdo caracteriza-se como uma pesquisa qualitativa, de carater
exploratério que, a partir de uma revisédo bibliografica, tem por objetivo construir uma
sequéncia didatica utilizando o potencial dos organizadores prévios como ferramenta
facilitadora para o processo de ensino-aprendizagem, contribuindo, de forma

positiva, para a constru¢cao do conhecimento do estudante.

Foi realizada uma pesquisa bibliografica com o intuito de identificar e relacionar as
teorias dos principais autores e tedricos que abordam o tema em livros, artigos
cientificos e monografias, bem como na rede mundial de computadores — Internet,

por meio de periddicos e bancos de dados de trabalhos cientificos.

Através da elaboracdo de uma sequéncia didatica pretende-se exemplificar como
um conteudo de cbnicas pode ser introduzido relacionando elementos da realidade
do estudante ao que vai ser estudado. As etapas presentes na sequéncia tém como
objetivo estabelecer um didlogo entre o conhecimento prévio do estudante, suas
experiéncias fora do contexto escolar e o tema que € trazido pelo professor para
estudo.
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O tratamento dos dados coletados durante a pesquisa bibliografica sera feito
analisando os dados de forma qualitativa e de modo a identificar as caracteristicas
gue venham a descrever o problema norteador desta pesquisa. Devido ao fato da
sequéncia nao ter sido aplicada, impedindo que muita informacédo importante para a
pesquisa tenha sido coletada, os resultados finais ndo serdo definitivos ou
exclusivos, mas servirdo de norteadores para auxiliar o educador na criacdo de
ferramentas que permitam um ensino de geometria analitica contextualizado e mais

acolhedor.

No primeiro capitulo deste trabalho, serdo discutidos aspectos ligados a teoria da
aprendizagem descrita por David P. Ausubel no livro intitulado “A aquisicdo e
retencao do conhecimento” e que refletem no papel do educador como mediador do
processo de ensino-aprendizagem. No Capitulo dois relacionaremos o contexto
histérico e conceitos da geometria analitica trabalhados no ensino médio, base para
a tecnologia utilizada no Sistema de Posicionamento Global. No capitulo trés serédo
expostos o0s aspectos geométricos e relativisticos ligados ao GPS, onde
discutiremos as correcdes necessarias ao sistema para identificacdo da posi¢do do
receptor; apresentaremos a sequéncia didatica proposta e, em seguida,
consideracdes parciais acerca das discussoes feitas.

Capitulo 1 - Aspectos da Teoria de Aprendizagem Significativa

1.1 — A teoria de David P. Ausubel

Diversas ocasides do cotidiano permitem que o estudante esteja imerso em
aplicacdes praticas do conhecimento adquirido pela humanidade em milénios de
existéncia. Tais aplicacdes podem ser levadas para a sala de aula como ferramentas
de apoio para que sejam construidas as pontes necessarias para facilitar o processo
de desenvolvimento cognitivo do estudante. Podendo mesmo, servir como
organizadores prévios para introduzir a dindmica de discussdo sobre determinado

tema do conteudo programatico da turma.
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A abordagem utilizada pelo educador deve se adaptar a situacédo criada pela
interacdo entre a informacdo apresentada e o estudante como detentor de um
conhecimento prévio que precisa dialogar com 0 novo, para gue esse novo
conhecimento passe a ter significado. Para AUSUBEL (2000, p.8 apud Moreira,
2011):

“sé@o necessarias duas condi¢cdes para que se desenvolva ao redor de uma
situacdo, a aprendizagem significativa. Sao elas: 1) O material de
aprendizagem deve ser potencialmente significativo e 2) O estudante deve

apresentar uma predisposicao para aprender”.

E partindo, desse pressuposto, podemos estabelecer uma situacdo onde, o
educador como mediador desse processo de ensino-aprendizagem, detém a
obrigacéo de fornecer as ferramentas necessarias para que o aprendizado ocorra de
forma suave e efetiva.Um ponto bastante relevante para se observar € que as
condicbes que Ausubel propbe para o desenvolvimento da aprendizagem
significativa sdo necessarias, mas nem sempre suficientes. A realidade na qual a
educacdo no Brasil é imersa enfrenta muitas dificuldades, como falta de material
adequado, estrutura escolar e dificuldades de locomocdo dos estudantes até a
unidade escolar. Além disso, existem ainda os problemas advindos do nucleo

familiar e restricbes exacerbadas do ambito religioso.

Todo esse contexto, tornam o papel do educador mais complexo, tirando dele uma
parte da responsabilidade pelas falhas na aprendizagem, mas realgcando ainda mais
seu papel de orientador e de fornecedor de ferramentas que potencializem a
construcdo do conhecimento pelo estudante. A partir dai, o estudante adquire a
capacidade de atuar sobre sua consciéncia, corroborando o que Paulo Freire (1987,
p. 8) fala:

“Paulo Freire ndo ensina a repetir palavras, ndo se restringe a desenvolver
a capacidade de pensa-las segundo as exigéncias logicas do discurso
abstrato; simplesmente coloca o alfabetizando em condi¢cdes de poder re-
existenciar criticamente as palavras de seu mundo, para, na oportunidade

devida, saber e poder dizer a sua palavra.”

7

Parte do papel do professor em sala de aula é permitir que o estudante tenha
autonomia para refletir sobre seu préprio aprendizado e que 0 mesmo possa
desenvolver as competéncias necessarias para atribuir significados aos materiais de
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aprendizagem. Entretanto, o educador ndo pode determinar quais significados seréo
atribuidos ao organizador prévio escolhido. Para MOREIRA (2010, p. 8):

“E o aluno que atribui significados aos materiais de aprendizagem e 0s
significados atribuidos podem n&o ser aqueles aceitos no contexto da
matéria de ensino. Naturalmente, no ensino o0 que se pretende é que o
aluno atribua aos novos conhecimentos, veiculados pelos materiais de
aprendizagem, os significados aceitos no contexto da matéria de ensino,

mas isso normalmente depende de um intercAmbio, de uma “negociacao’,

de significados, que pode ser bastante demorada.”

A base, construida pelo estudante, deve acompanhar seu amadurecimento cognitivo
respeitando cada etapa da metodologia envolvida. Ainda segundo MOREIRA (2010,
p. 2), “a aprendizagem significativa se caracteriza pela interacdo entre
conhecimentos prévios e conhecimentos novos, e que essa interacao é nao-literal e
nao-arbitraria.Nesse processo, 0s nhovos conhecimentos adquirem significado para o
sujeito e o0s conhecimentos prévios adquirem novos significados ou maior

estabilidade cognitiva.”

O termo nao literal significa ndo ao pé-da-letra, enquanto a expressao nédo arbitraria
significa que a interagdo com a nova informag&o n&do ocorre de qualquer maneira ou
nao se relaciona com qualquer conhecimento prévio. “Nesse processo, nao literal e
nao arbitrario, 0 novo conhecimento adquirido pelo aprendiz tem uma relevancia de
significados e o conhecimento prévio dele fica mais rico, mais estruturado, mais
elaborado em termos de significados.” (SOUZA; SILVANO; LIMA, 2018, p. 03)

Os conceitos relacionados a identificacdo de pontos no plano cartesiano, compdem
uma estrutura maior que permite desde a definicdo de regibes geométricas por meio
de equac®es, até a identificacdo de pontos caracteristicos para o traco da figura que
as representa. Cada significado atribuido ao conhecimento produzido pelo estudante
permanece com 0 mesmo, servindo para constru¢do de pontes nas proximas etapas
do processo de ensino-aprendizagem, sem dissociar-se do que lhe foi conferido

anteriormente.

Investigando o processo de ensino-aprendizagem na educacgdo basica, percebemos
gue os eventos que fazem parte desse contexto ndo estdo claramente divididos em

etapas particionadas. A relacdo aluno-professor pautada na aula expositiva, se
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contrapbe ao que deveria de fato ocorrer, com o educador assumindo a fungéo de
mediador entre o conhecimento prévio e a nova informagéo apresentada ao universo

do estudante.

Seguindo os preceitos que Ausubel estabelece, o conhecimento prévio que o
discente possui sofre uma modificacdo, e se a metodologia de trabalho cumpre o
seu papel, aléem de modificar, alicerca de maneira segura as convic¢cdes do
estudante e permite que o novo conhecimento possa se acomodar e passar a fazer
parte do ambiente de assimilacdo de forma escalonada. Para HENSCHEL (2016, p.
5):

“E importante que o professor selecione ideias basicas de tal forma que néo

sobrecarregue o estudante com informagbes desnecessérias durante os

primeiros contatos do estudante com aquele conhecimento. A facilitacdo do

desenvolvimento de conceitos ocorre quando elementos mais gerais e mais

inclusivos sdo introduzidos em primeiro lugar.”

O conhecimento prévio é um fator que influencia no processo de ensino-
aprendizagem do estudante. Mas ter influéncia, ndo determina que os resultados
venham a ser positivos para facilitar o desenvolvimento cognitivo do educando. A
contragosto, pode até ser um bloqueador para que o aprendizado ocorra. Parte dai,
a necessidade de escolher bons organizadores prévios para o ensino de matematica
e promover uma discussdo acerca dos elementos propostos para a metodologia que

sera empregada na sala de aula.

1.2 - Alguns aspectos metodolégicos envolvidos no processo de

aprendizagem

E interessante iniciar essa discusséo falando de um aspecto metodolégico polémico
e visto por muitos com um tom pejorativo para o ensino: o exercicio. Muitos veem
essa pratica como a falta de uma atividade fundamentada para que o aprendizado
se desenvolva sem que necessariamente o estudante necessite fazer muitos
exercicios e exercitar a memorizacdo. E até mesmo essa € vista com maus olhos,

como se fosse um aspecto negativo da aprendizagem significativa, incentivando um
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processo mecanico de construcdo do conhecimento.No entanto, (Ausubel, 2000, p.
181) afirma que:

“a repeticido ainda é uma variavel muito significativa que deve ser
considerada se estivermos preocupados com a aprendizagem e retencao
significativas de longo prazo, e com a transferéncia para aspectos

relacionados e sequencialmente dependentes do assunto”.

A criacdo de memoarias a longo prazo depende do processo de ancoragem, que em
alguns casos ndo possui caminhos mnemonicos criados.Contudo, a repeticdo dos
processos envolvidos na retencdo do conhecimento e aprendizagem significativa
traz um ponto que pode ser explorado com mais afinco, a revisao. Independente da
metodologia adotada ou dos processos que compdem a elaborac¢do de um plano de
abordagem de um conteddo, a revisdo € um pilar que possibilita ao educador
estabelecer parametros para identificar o0 compasso e 0s préximos passos a serem

dados.

Ao abordar determinado tema, nos deparamos com uma questao: Em que momento
a revisdo deve entrar em pauta? Nesse ponto Ausubel destaca dois caminhos
possiveis a seguir. No primeiro, a revisdo pode ser aplicada num momento quase
imediatamente sequencial a etapa concluida da atividade que estd sendo
desenvolvida. Obvio que tal direcdo tem seus pontos positivos e negativos, como por
exemplo, possuir mais foco na aprendizagem mecéanica, como ponto negativo. Ja no
segundo, em que a revisdo é aplicada passado certo tempo da realizacdo da
atividade ou apresentacdo de um conteldo, conceitos mais relativos a teoria tem
mais propensao a serem esquecidos pelo estudante. Mas para Ausubel (2000, p.

184):

“Em termos de o que é realmente aprendido e retido, o intervalo
relativamente longo entre a aprendizagem e as sessfes de revisdo na
aprendizagem significativa s8o comparaveis as curtas intervalo de pratica

intertrial em estagios avancados de aprendizagem mecénica.”

Nesse ambito de revisbes um aspecto muito importante e um dos focos principais
das revisbes aplicadas a curto prazo é o “feedback”. Ferramenta primordial que
antecede qualquer avaliagdo que se deseje fazer. No momento em que ele é obtido,

o professor pode analisa-lo e decidir o melhor caminho a seguir.
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De maneira mais ampla podemos afirmar que a préatica, nesse momento, definida
como repeticdo mecénica de exercicios, auxilia na abstracdo de processos
subsequentes, uma vez que solidifica a base do conhecimento adquirido e passa a
servir com um ponto de ancoragem para 0S posteriores, desde que estes nao
sejamsuficientemente destoantes do adquirido a ponto de ndo garantirem ligagao
alguma no cognitivo do estudante.

Saindo do momento introdutériodo conteddo, temos que lidar com a questdo da
pratica que, assim como a revisdo, possui espacamentos adequados para cada
situacdo. Entretanto Ausubel (2000) pondera a capacidade de distribuicdo do
aprendizado em dois modelos, (1) na medida em que a repeticdo fortalece
principalmente aqueles componentes da tarefa de aprendizagem que ainda nao
foram aprendidos, o esquecimento de componentes previamente aprendidos que
ocorrem entre as tentativas em uma pratica distribuida permite que esses
componentes esquecidos (bem como os ainda ndo aprendidos) lucrem deste efeito
especial de fortalecimento de tentativas posteriores; e (2) o descanso oferece uma
oportunidade para a dissipacdo da confusédo e resisténcia ao aprendizado que
caracteriza "choque inicial de aprendizagem", além disso, o esquecimento pode

atuarcomo gerador de novas respostas ou significados.

Saindo do campo da préatica, passamos agora para um aspecto presente durante
todo o processo da aprendizagem significativa, a qual Ausubel chama de solicitacéo
e orientacdo. Conceitos ligados a conducdo do processo ou atividade de ensino
realizada com os estudantes em que o educador instiga a criacdo de uma
independéncia através de licdes subsequentes que possuem um salto cognitivo
pequeno para justamente possibilitar que o educando faca projecées mais assertivas

sobre um determinado conceito ou procedimento.

Ao fazer isso repetidas vezes, cria-se 0 habito no estudante de tentar, por si s0,
resolver um problema aplicando um conceito ou procedimento aprendido
anteriormente sem que instru¢cdes lhe sejam dadas o tempo todo. Com isso, 0
professor abre para si a possibilidade de exigir do estudante sua maior atuagéo na
construcdo do conhecimento. Abre-se ai uma outra questdo que nos faz refletir

sobre o porqué de se estudar de forma tdo sucinta um processo que por muitas
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vezes nao dura mais que algumas horas para ser realizado. O estudante precisa

realmente ser motivado para que ocorra o aprendizado?

A resposta para a questdo acima parece bem Obvia, mas na realidade ndo é bem

assim. Ausubel (2000, p. 197) afirma que:

“A relagao causal entre motivacao e aprendizagem é tipicamente reciproca

em vez de unidirecional. Tanto por esse motivo quanto porque a motivacao

ndo é uma condicdo indispensavel de aprendizagem, ndo € necessario
postergar atividades de aprendizagem até que os interesses e motivagdes
apropriados tenham sido desenvolvidos. Frequentemente, a melhor forma
de ensinar alunos desmotivados € ignorar sua falta de motivagdo para o
tempo e concentrar-se em ensina-los cognitivamente da forma mais eficaz
possivel. Algum grau de aprendizagem ocorrera em qualquer caso, apesar
da falta de motivagéo; e desde que ha a satisfagéo inicial de aprendizagem,
esses alunos desenvolverdo retroativamente a motivacdo para aprender
mais. Em algumas circunstancias, portanto, a mais apropriada forma de
despertar a motivacdo para aprender é se concentrar no cognitivo, em vez
de nos aspectos motivacionais da aprendizagem e confiar na motivacao que
€ desenvolvida retroativamente a partir de realizagdes educacionais bem-

sucedidas para estimular o aprendizado adicional.”

Entender os cernes envolvidos no processo da aprendizagem € importante para
percebermos que ndo necessariamente temos que elaborar organizadores prévios
gue motivem os estudantes pelo fato de serem puramente atrativos. Mas elaborar
bons organizadores prévios que possuam capacidade de contribuir de forma efetiva

para o desenvolvimento de uma aprendizagem significativa.

Seguindo nossa trajetéria pelos aspectos do processo de ensino-aprendizagem,
vamos passar agora por alguns mais sutis, que dependem do nivel de percepcao do
educador para aplicacdo pontual e correta. A perspectiva motivacional envolve uma
série de fatores que podem motivar os estudantes seguindo sentidos diferentes,
sendo o primeiro deles a atencéo. Tal fator, utilizado como método de incentivo ao
desenvolvimento de uma atividade e a busca por melhores resultados pelos

educandos, fornece uma fonte de estimulo.

Principalmente na infancia e adolescéncia, o ser humano quer ser notado, seja pelos
colegas, professores, idolos ou qualquer figura que Ihes sirva de inspiragdo. Para

este, o simples fato ser notado em meio a outras pessoas faz com que o0 seu ego
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seja alimentado e de forma saudavel inflar o ego de uma pessoa € um aspecto
motivacional. Nem todos estdo dispostos a trocar o lugar confortavel em que se
encontram por um pedestal onde todos 0s seus erros e acertos sdo observados com
mais afinco. Parte dai a necessidade do senso de percepcédo apurado do professor

para saber onde pontuar esse aspecto.

Para aqueles mais reservados, 0 aspecto relacionado a cognicdo parece mais
adequado, pois além de motivar o estudante a aquisicdo e retencdo do
conhecimento, traz consigo uma caracteristica muito importante, a recompensa do
aprendizado pelo conhecimento. A esse aspecto Ausubel denominou impulso

cognitivo, para ele:

“E mais importante na aprendizagem significativa do que na aprendizagem
mecanica ou instrumental. E, pelo menos potencialmente, o tipo de
motivacdo mais importante na aprendizagem em sala de aula. Isto é tdo por
causa de sua poténcia inerente e porque o aprendizado significativo, ao
contrario desses outros tipos de aprendizagem humana, automaticamente

fornece sua propria recompensa.” (AUSUBEL, 2000, p. 202)

Atrelado ao aspecto da atencdo e ja mencionado anteriormente, o impulso para
aumentar o ego, € uma ferramenta que possui um viés mais desafiador para o
estudante,pois atrela a recompensa a avaliacdo de outrem e condiciona o estudante
a constantemente buscar aprovagao pelas atitudes tomadas. Isso traz como
consequéncia futura elementos, que como o proprio Ausubel cita, podem prejudicar
o desempenho do estudante como o desenvolvimento de ansiedade, medo do
fracasso e de perder um status ja conquistado, principalmente se jA o0 mantém a um

certo tempo.

Por outro lado, segundo o autor, “a necessidade de aprimoramento do ego, status
conquistado, reconhecimento por meio da realizacdo, e a internalizacdo de
aspiracdes vocacionais de longo prazo s&o, afinal, marcas tradicionais do
amadurecimento da personalidade em nossa cultura.” Dessa forma, apesar da
perspectiva parecer uma ma ideia a longo prazo por trazer maleficios bem
relevantes, atrelada a outros aspectos pode ser trabalhado como componente do

fator social envolvido.
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Em contraponto a isso, Paulo Freire (1996, p. 20) traz uma visdo mais humanista do
papel do educador. Buscando colocar o estudante em uma posicéo reflexiva sobre
sua existéncia e papel social, atribuindo ao professor a responsabilidade de
promover possibilidades para desenvolver sua inteligéncia com um olhar mais

critico. Em seu livro intitulado “Pedagogia da Autonomia”, ele cita o seguinte:

“A grande tarefa do sujeito que pensa certo ndo é transferir, depositar,
oferecer, doar ao outro, tomado como paciente de seu pensar, a
inteligibilidade das coisas, dos fatos, dos conceitos. A tarefa coerente do
educador que pensa certo é, exercendo como ser humano a irrecusavel
pratica de inteligir, desafiar o educando com quem se comunica e a quem

comunica, produzir sua compreensdo do que vem sendo comunicado.”

Nesse caminho, caso a escolha seja inflar o ego do estudante, o desenvolvimento
de um ser humano mais empético e preocupado com o seu papel social tende a ser
prejudicado, visto que o ser humano possui tendéncia priorizar 0 seu bem estar e

status em detrimento de uma causa maior.

Durante essa discusséo, relatamos aqui alguns dos aspectos presentes no processo
de aprendizagem e retencdo do conhecimento que podem ser explorados para a
elaboracdo de atividades e sequéncias que tenham potencial de trazer resultados
positivos. Foi enfatizado um fator especifico a todas as perspectivas, a recompensa.
Ausubel (2000, p. 203) diz que:

“As recompensas influenciam o aprendizado de trés maneiras gerais.
Primeiro, servindo como incentivos eles ajudam a definir um problema
significativo, relacionando uma sequéncia especifica ou organizacdo de
atividades de aprendizagem do componente para um resultado de objetivo
especifico e bem-sucedido. Sem tal em relagio a um objetivo, o
aprendizado muitas vezes tende a ser amorfo e ndo direcionado.
Concomitantemente, fornecendo informaces significativas sobre o sucesso
ou fracasso de respostas, recompensas fornecem énfase seletiva em
pontos de escolha critica desejada ou significados corretos, facilitando

assim a discriminagao entre relevantes e irrelevantes dicas.”

Paralelo a isso, existe um aspecto que esta sempre presente, porém pouco notado.
O fator punicdo esta atrelado a qualquer ambito que busque avaliar desempenho,
produtividade, assertividade e todos os resultados que caracterizem o andamento de

um processo na sociedade. Nao € diferente na perspectiva da aprendizagem
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significativa. Diferentemente do que parece, a punigdo serve como um motivador
bastante eficaz para a realizacdo de uma atividade ou aquisicdo de um objetivo. Em
uma situacdo onde a recompensa deixa de ser interessante e o individuo se vé em
um limiar em que nada acontece com a ndo obtencdo da recompensa, a punicao

surge para equilibrar a balanca.

De um lado, o sujeito percebe que ao nao atingir determinado resultado ou meta, os
produtos de tal acdo ndo serdo benéficos, incentivando uma resposta em relacéo a
situacdo atual. E importante, no entanto, enfatizar que apesar de apresentar varias
perspectivas para o desenvolvimento do processo de aprendizagem, Ausubel ndo da
um destaque, ou coloca nenhuma delas em um patamar acima das outras. Cada
qual com sua importancia abre portas para a exploracdo de atividades e
metodologias mais adequadas para abordar tal contetido ou trabalhar com tal turma.
As vertentes de recompensa e punicdo, também sdo bases da escola Behaviorista e

fazem parte do pensamento de Skinner (1972, p. 178), que afirma:

“Se a punicdo for usada, devera sé-lo de maneira eficaz. Esforgos para
reduzir o seu alcance poderdo, na realidade, estendé-lo. O professor
humano frequentemente recorre ao aviso prévio: “Se vocé fizer isto
novamente, terei que puni-lo”. Como estimulo aversivo condicionado, este
tipo de aviso € uma punicdo leve, mas € também um estimulo
discriminativo, e um aluno que s6é for punido apés ter sido avisado,
discriminard bem entre as ocasifes em que 0 seu comportamento sera ou
ndo punido, e mostrara os efeitos da punicdo s6 depois de ter recebido um
aviso. Outro erro € s punir 0s casos graves de comportamento indesejado.
O aluno ser& assim encorajado a ir tdo longe quanto ousar, e o efeito sobre
o professor podera levar a construgdo de um programa que, na realidade,

reforga o comportamento a ser suprimido.”

Tudo isso trafega num limiar que pode acabar caindo no campo da repressao nociva
e na aprendizagem mecanica e pragmatica, voltado unicamente para obtencdo de
notas e aprovacao nas provas e exames. Depende nesse momento, da sensibilidade
do educador para direcionar caminhos que possibilitem ao estudante refletir sobre a
importancia do aprendizado de forma tal que o estudante entenda que a “punicao” é
apenas o fato dele ficar sem esse conhecimento tdo importante e a “recompensa” é

a sensacdo de perceber que aquele conhecimento, tdo importante, adquiriu um
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significado tdo consistente em sua estrutura cognitiva que sua aquisicao é capaz de

Ihe proporcionar plenitude e prazer.

Capitulo 2 - Aspectos Teoricos da Geometria Analitica

2.1 — Contexto historico

A geometria tem seu surgimento com 0s gregos que, apesar de uma capacidade de
observagdo e raciocinio, faltava um maior grau de operacionalizacdo algébrica.
Posteriormente, com a introdugdo da algebra como um principio unificador do
conhecimento gerado em torno da geometria analitica, agrega-se aos estudos um

contexto mais abstrato.

René Descartes (1596 - 1650) foi um filésofo, fisico e matematico francés
considerado pai da geometria analitica. René duPerron Descartes nasceu ha antiga
provincia de Touraine, hoje Descartes, na Franca, no dia 31 de marco de 1596. A
principal obra de Descartes, "O Discurso Sobre o Método", foi publicada em 1637.
Era necesséario desenvolver novos procedimentos e avancos para a geometria

analitica, que com introducédo dos estudos em algebra ganhou novos horizontes.

Nesse campo de estudos tedricos juntou-se a ele Pierre de Fermat, um matematico
e cientista francés, nascido na primeira década do século XVII. Fermat desenvolveu
de forma independente de Descartes um modelo para localizacdo com escalas de

pontos no plano.

2.2 - Os principios da geometria analitica

Descartes acreditava que a humanidade deveria estudar a geometria por meios
dedutivos e nado por intuicdes. Partindo desse pressuposto, propds que o estudo da
geometria acontecesse nado apenas por desenhos, mas a partir de planos,

coordenadas e dos principios da algebra e de analise.

Dentre varios elementos abordados pela geometria analitica esta o plano cartesiano,

elaborado por René Descartes e Pierre Fermat. Originalmente criado para
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representar pares ordenados (x,y) em pontos sob um plano que contém as retas
perpendiculares denominadas eixo X (eixo das abcissas) e eixo Y (eixo das

ordenadas).

2.2.1 -0 Ponto

O plano cartesiano é dividido em quatro quadrantes limitados pelos eixos Ox e Oy,
identificados em sentido anti-horario em ordinais do 1° ao 4°. Cada quadrante possui

sinais para as coordenas que identificam os pares ordenados.

Figura 1 — Eixo Cartesiano

Y
4

FONTE: O autor

Cada reta € orientada segundo a reta real com o ponto de intersec¢do O(origem)

representado pelas coordenadas (0,0).

Tabela 1: Sinais nos Quadrantes

Quadrante Abcissa Ordenada
1° Quadrante + +
2° Quadrante - +

3° Quadrante - -

4° Quadrante + -

Cada ponto no plano cartesiano corresponde a uma coordenada (X,y), onde X

corresponde a distancia |x| entre a origem(ponto de intersec¢cao entre as retas) e a
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coordenada sobre o eixo X e y corresponde a distancia |y| entre a origem(ponto de
intersecgao entre as retas) e a coordenada sobre o eixo Y.

Figura 2 — Ponto P no plano cartesiano

3

B Y

s 0

FONTE: O autor

Além disso temos que, a reta que corta o 1° e o 3° quadrantes é denominada

bissetriz dos quadrantes impares, onde para todo ponto P sob essa reta xp = yp.

Figura 3 — 12 bissetriz (bissetriz dos quadrantes imparesb;3)

5 /
(4, 4)

S S

JH [

-3

Fonte: O autor

Ja a reta que corta 0 2° e 0 4° quadrantes é denominada bissetriz dos quadrantes

pares, onde para todo ponto P sob essa reta xp = —yp.
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Figura 4 — 22 bissetriz (bissetriz dos quadrantes paresby,)
o

1
|
|
T

FONTE: O autor

Um ponto pertence a um dos eixos se uma de suas coordenadas € igual a zero.
Peox ©y=0

PeOyox=0

Podemos ainda expressar tais definicdes da seguinte forma:
Ox = {(x,0)|]x€R}

Oy = {(0,y)lyeR}

Um ponto pertence as bissetrizes dos quadrantes 1 e 3, se e somente se, 0S
modulos de suas coordenadas séo iguais. E pertence aos quadrantes 2 e 4, se uma

de suas coordenadas € igual a menos o médulo da outra.
Pebqz & [xp| = |ypl

P € byy © xp = —|yp|l ouyp = —|xp|
Podemos representar essas definicbes da seguinte forma:

biz = {(x,x)|x €R}
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bay = {(x,—x)[x ER}

2.2.2 — Distancia entre dois pontos

Para céalculo da distancia entre dois pontosA(xi, Y1) € B(Xz, Y2), precisamos

considerar algumas situacoes:
1° Caso: AB// Ox, nesse caso Y1 = Y».

Figura 5 — distancia entre dois pontos y;=Y»

24

S it I

FONTE: O autor

Como y, = y,, temos:
dap = %2 — %1
2° Caso: AB// Oy, nesse caso X; = Xa.

Figura 6 — distancia entre dois pontos x;=Xx»

2 1 0 1 2

FONTE: O autor

Como x; = x,, temos:
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dap = |y2 — y1l

3° Caso: AB~// Oxe AB~// Oy(Vamos utilizar a notagdo “~// “ para indicar a

condi¢cédo de nao paralelismo.)

Figura 7 — distancia entre dois pontos x; # x, e y; # V-

-1 0

-Utilizando C(xz, y1) no triangulo retangulo e aplicando o teorema de Pitagoras:

(dap)? = (dac)? + (dpc)?

A = = - —

FONTE: O autor

(dAB)? = (x2 — x1)? + (y2 — y1)?

dAB = \/(xz —x1)2+ (y2 —y1)?

2.2.3 — Coordenadas do Ponto Médio de um segmento

O ponto médio de um segmento € definido como o ponto que divide um segmento

de reta em dois outro segmentos de mesma medida. Considere o segmento AB e 0

ponto M(X,y) ponto médio de AB.

Figura 8 — Ponto médio do segmento AB

yl

ym

y2

FONTE: O autor
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Pelo teorema de Tales, podemos notar a seguinte relacao:

AM =MB =X, —x1 =%, — X, @ 2X,, = x1 + X,
Portanto,

X1+ Xy

X. =
m 2

Da mesma forma podemos estabelecer a relacédo entre as coordenadas do eixo Y:

BM = MA =>Ym_y2 =y1_Ym$ 2Ym=)’1+YZ
Portanto,

_ Y1ty
2

Dai, podemos concluir que as coordenadas do ponto M sao:

X1+ X2 Y1 +y2)
2 2

Y

M= (X, Y,)= (

2.2.4 — Condigdes de alinhamento de trés pontos

Como ja sabemos, dois pontos séo suficientes para determinar uma reta, portanto,

dois pontos sdo sempre colineares. Dizemos que trés pontos sdo colineares quando

existe uma Unica reta que passa por eles.

Figura 9 — Pontos colineares

8

FONTE: O autor

Os triangulos ABD e ACE, pelo teorema de Tales, sdo triangulos semelhantes.

Portanto, podemos escrever:
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AE  EC x.—Xg  Yc—Ya

E:ﬁ_xb_xa Yb = Ya
Com, (x, —x,) #0e (y, —y,) # 0.
Resolvendo a equacao acima, temos:

(Xc = Xa)(Yb = Ya) = (Xb — Xa)(Yc — Ya) = O
:>chb - cha - XaYb - XbYc + bea + Xayc =0

=>XaYb + XcYa T XoYc — XcYb — XaYe — XpYa = 0

Observando a equacdo podemos perceber que o agrupamento € equivalente ao

calculo do determinante de ordem 3.

Dai, temos que:

Xa Ya 1
D= |xp Yp» 1| =xyp+xXYVa+XpYe—XcYp — XaVe — XpYa
Xe Yo 1

Concluimos que, se trés pontos A, B e C estéo alinhados, entéo:

Xa Ya 1
D= Xp Y» 1 =0
Xe Yo 1

A reciproca também é verdadeira.

Portanto podemos afirmar que, trés pontos A, B e C sdo colineares, se e somente

se:
Xa Ya 1
D = Xp Vb 1 =0
Xe Ye 1

2.2.5-Equacao dareta

IEZZI (2013), afirma segundo o teorema da reta que, “A toda reta r do plano
cartesiano esta associada ao menos uma equacao da forma ax + by + ¢ = 0 em que
a, b, c sdo numeros reais, a # 0 ou b # 0, e (X, y) representa um ponto genérico de

r.
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Sendo, A e B pontos definidos da reta, pelo axioma da reta: pode-se tragar uma
Unica reta ligando quaisquer dois pontos. E definimos um ponto P(X,y) qualquer
pertencente a r. Dai. podemos associar a condi¢do de alinhamento de trés pontos

para exibir o formato da equacéo geral da reta.

X Y 1
D=|x; y; 1{=0
X Y2 1

Desenvolvendo o determinante, temos:
1 —y2)x + (xz —x)y + (X1y2 — x2¥1) =0
Fazendo:
yi—Y2 = a
X,—Xx;1 = Db
X1Y2 —X2Y1 =C
Para qualquer P(x,y) € r, € valida a equacao:
ax + by + ¢ = 0 (equacgao geral da reta)
2.2.6 —Inclinacao dareta

Chama-se inclinacédo da reta a medida do angulo que a reta r, no plano cartesiano,

forma com o eixo X.

Figura 10 — Inclinacéo da reta

FONTE: O autor

Existem alguns casos possiveis da inclinacdo da reta que valem a pena observar:
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Quadro 1: Casos de Inclinagéao da reta

Casos Possiveis da inclinagdo da reta

Reta paralela ao eixo y Reta paralela ao eixo x
a =90° a=20°

A reta forma um angulo agudo com o | A reta forma um angulo obtuso com o
eixo X eixo X
0°<a<90° 90° < a < 180°

2.2.7 — Coeficiente Angular

O coeficiente angular da reta é dado pela inclinacdo da reta em sentido anti-horario

determinado pela medida da tangente do angulo a.

Nota: SO € possivel determinar o coeficiente angular da reta com pelo menos uma

informacgé&o: dois pontos distintos, a equacgéao geral ou a posi¢ao/direcéo da reta.

Considere dois pontos distintos A(x1, Y1) € B(X2, Y2), pertencentes a reta r nao

paralela ao eixo y, pois néo é existe tg 90°.
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Tomando A(xi1, Y1) como um ponto definido e B(x,y) um ponto genérico, podemos
estabelecer uma equacéo da reta dependente de m.
y—yl

mzx_x1:>y—y1=m(x—x1)

Portanto, temos a equacdo de uma reta que passa por A e possui coeficiente

angularm.

2.2.8 — A Circunferéncia

Tomando um ponto C, no dado plano a, e uma distancia r>0, chama-se

circunferéncia o conjunto dos pontos de a que estdo a distancia r de C.

Figura 11 — Circunferéncia de raio r

FONTE: O autor

Podemos escrever a distancia entre o ponto C e outro ponto qualquer pertencente a

circunferéncia como:

d(C,P)=r

Jx—a)2+ @ -b2=r

Elevando os dois membros da equacéao ao quadrado, temos:
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(Va=a?+G=h2)2 =)’
(x—a)?+(@y-b)?=r?

Dai, o que conhecemos como equacdo reduzida da circunferéncia. Ao

desenvolvermos tal equagao iremos obter sua equagao geral.
(x—a)+@y—-b?=r?
x? —2ax+a*+y*—2by +y* =1r?
Reorganizando,
x?+y?—2ax—2by+ (a®*+b*—1r?) =0

Como a, b e r representam néimeros reais, a? + b? — r?> € um némero real.

2.2.9 - Posig0Oes relativas entre ponto e circunferéncia

Dados um ponto P(x, y) e uma circunferéncia y: (x — a)? + (y — b)? = r?, de centro

C(a, b) e raio r>0, P pode ser externo, interno ou pertencer a circunferéncia.

e P éinterno a circunferéncia, se e somente se, 0 <d(C, P) <r, dai temos:
Jax—a)?2+ @y —-b?<r
(x—a)?+ (y—-b)?<r?
(x—a)+(y—-b)?-r*<0

Figura 12 — Ponto interior a circunferéncia

FONTE: O autor

39



P é interno a circunferéncia, se e somente se, d(C, P) > r, dai temos:

Jax-a)?+ G -b?>r
(x—a)?+ (y—b)?>r?
(x—a)*+(@y—-b)?-1r2>0

Figura 13 — Ponto exterior a circunferéncia

FONTE: O autor

P pertence a circunferéncia, se e somente se, d(C, P) =r, dai temos:

Jax—a?+ (@ -b2=r
(x —a)*+ (y —b)* =r?
(x—a)?!+(@y—-b)?2-1r2=0

Figura 14 — Ponto pertencente a circunferéncia

FONTE: O autor
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2.2.10 - Posigdes relativas entre duas circunferéncias

Dadas duas circunferéncias y:(x—a;)?+(y—b)?>=n* e y(x—ay)*+
(v — by)? =1,%, centros Cy(a;, bi) e Cy(a, b,) e raios ri> 0 e r> 0. Para
determinarmos a posicao relativa entre as circunferéncias € necessario, comparar a
distancia C,C,entre os centros com a soma ri+r, ou com a diferenca |r; — ry| dos

raios.

e Circunferéncias exteriores:

Figural5-d >nr + 1,

e Circunferéncias tangentes exteriormente:

Figural6-d =mr +n,

e Circunferéncias tangentes interiormente:

Flgura 17 = d = |T1 - T'2
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e Circunferéncias secantes:

Flgura 18 = |T‘1 _rzl < d < T1 +T2

e Circunferéncia de menor raio interior a outra:

Figura19-0<d < |r, —ny|

e Circunferéncias concéntricas:
Figura20-d =0
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A exposicdo dos conceitos relatados até aqui mostra que determinadas figuras
geométricas (retas e circulos), podem ser obtidas através de relacdes algébricas. A
partir delas, sdo resolvidos os problemas que levaram ao aperfeicoamento dos
métodos de navegacdo, localizacdo por mapas e posteriormente a criagdo do GPS.
Tais estruturas no plano, primeiramente, relacionadas com o plano cartesiano
servirdo para associacdo com o0s conceitos de longitude e latitude comumente

conhecidas no ambito da geografia cartogréfica.

Capitulo 3 - Elementos da geometria e da fisica presentes no GPS

3.1 — Contexto tecnoldgico

7

O GPS, tecnologia criada na década de 1960, é uma tecnologia originada com
objetivos militares que revolucionou o conhecimento geografico que a humanidade
possuia sobre o planeta terra. Atualmente a frota de satélites que compde o sistema
de posicionamento global possui 24 unidades em funcionamento com 8 unidades de
reserva. Cada um equipado com um relégio atbmico muito preciso que emite um
sinal contendo a posicdo orbital do satélite em relacéo ao globo terrestre e o horario

de envio do sinal.

Mas antes de fazer um estudo um pouco mais aprofundado, pode-se relembrar um
mecanismo mais simples aplicado a tecnologia do GPS conhecido no ambiente dos

estudos geométricos como trilateracdo. Nela, trabalha-se com distancias e a partir
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das distancias conseguimos calcular os angulos e assim, a posicdo em que um

ponto se localiza.

Suponha que observando uma representacdo geografica de uma regido, deseja-se
encontrar um ponto especifico entre municipios e cujas Unicas informacdes que se

possui sao as distancias entre o ponto e uma determinada cidade.

Figura 21 — Circunferéncia Definigéo

Fonte: O autor
Sabe-se que, partindo do ponto onde o objeto se encontra até a cidade A existe uma
distancia especifica. Porém, essa informacédo por si sé ndo determina com exatidao
a localizacdo do objeto, pois sua distancia até a cidade pode estar em qualquer
ponto sobre a circunferéncia definida por esse raio em um determinado plano;

delimitando assim o ponto procurado a uma circunferéncia de raio R.

Figura 22 — Intersecgéo entre duas circunferéncias

Fonte: O autor
Adicionando uma segunda informacdo a esse problema, podemos observar que o
objeto se localiza a uma determinada distancia de uma cidade B, restringindo agora
a localizacdo do objeto requerido a dois pontos possiveis, que sdo interseccdes

entre as duas circunferéncias geradas.

Figura 23 — Interseccéo entre trés circunferéncias
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Fonte: O autor
Somando um novo referencial a este problema, tem-se agora a distancia do objeto a
uma determinada cidade C, cuja medida do raio que gera a circunferéncia de pontos
equidistantes de C, restringe a localizacdo do objeto procurado a um dnico ponto
possivel. No GPS o padrdo de trilateracdo permanece, exceto que agora em
ambiente 3D, saindo de circunferéncias para esferas e adicionando variaveis fisicas

como por exemplo o tempo entre a emissao e recepc¢ao do sinal.

Figura 24 — Interseccgéo entre trés esferas

Fonte: O autor

Conforme NATARIO (2015, p. 2), num dado instante em que um receptor GPS
recebe o sinal contendo a hora e posicdo em que o sinal foi enviadoeste se
encontrava na posicao (X1, y1, Z1) no instante t;. Se c for a velocidade da luz, o sinal
de radio tera viajado uma distancia c (t — t;). Deste modo, o receptor sabe que a sua
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posicdo (X, Yy, z) se encontra na superficie esférica de raio c(t — t;) centrada no ponto

(X1, Y1, Z1), OU Seja, € uma solucao da equacao
(x = x1)* + (y = y1)* + (2 = 21)° = (c(t - t))*.

Da mesma forma, se 0 segundo satélite comunica que se encontrava na posi¢ao (Xz,
Y2, Z2) NO instante t;, 0 receptor conclui que se encontra em algum lugar na

superficie esférica de equacao
(X = X2)° + (y = y2)* + (2 = 2,)° = (c(t - B))*.

Figura 25 — Interseccao entre duas esferas

Fonte: O autor

Resolvendo o sistema de equacdes proposto pela interseccéo entre as duas esferas
temos uma circunferéncia contida em um plano que determina tal interseccéo.
Fazendo-se necessaria a utilizacdo de mais um satélite para determinar, através de
outra intersecdo, o ponto na circunferéncia gerada pelos dois primeiros satélites.
Dai, temos um sistema de equacdes composto por trés circunferéncias que nos

permite calcular a posicio (x, y, z) do receptor do sinal,
(x =x1)® + (y = y2)* + (2 = 22)* = (c(t - tr))?
(x =x2)® + (y = y2)* + (2 = 22)* = (c(t - t2))°
(X = x3)® + (Y —y3)* + (2 — 23)° = (c(t — t3))°

Como resultado desse sistema, temos duas solugcdes possiveis para 0
posicionamento do receptor. Porém, uma delas é descartada por ndo estar
localizada sob a superficie do planeta terra. A este conjunto é ainda adicionado um

quarto satélite para corrigir as discrepancias originadas pelos tempos de envio e
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recepcao de sinal. Dessa forma, qualquer receptor na superficie da terra, sempre
estard ao alcance de pelo menos quatro satélites.

2.3 - Aspectos Da Teoria Da Relatividade De Albert Einstein

A Teoria da Relatividade foi proposta pelo fisico aleméao Albert Einstein e representa
a juncdo de duas teorias: a teoria da relatividade restrita também conhecida como
especial e a teoria da relatividade geral.A teoria da relatividade especial foi publicada
em 1905 no artigo "A Eletrodindmica dos Corpos em Movimento". Ja a teoria da
relatividade geral foi apresentada em 1915, denotando alguns problemas da fisica

Newtoniana.

Um dos resultados da teoria da relatividade de Einstein se refere aos efeitos
relativisticos causados em relégios que estdo localizados em sistemas referenciais e
em campos gravitacionais diferentes. Devido ao comportamento que a onda
eletromagnética possui e sua velocidade, deve-se considerar i) que os relégios dos
receptores GPS que estdo na superficie da terra estdo sob um campo gravitacional
bem diferente dos relégios que estdo em Orbita nos satélites e ii) os relégios que
estdo em Orbita nos satélites estdo se movendo em relacdo aos relégios que estédo

nos receptores GPS que estdo na superficie da terra.

A Teoria da Relatividade mostra que, nessas circunstancias, os relégios dos
satélites e dos receptores na terra perdem a sincronia, 0 que exige que correcoes,
sugeridas pela Teoria da Relatividade, precisam serem feitas para que a precisao da
localizac&o nao seja inviabilizada. Ateoria da relatividade restrita que tem como base
dois postulados, que permitem discorrer sobre os efeitos adotados em cada sistema
de referéncia em que “todas as leis da natureza sdao as mesmas em todos os
sistemas de referéncia inerciais (sistemas de referéncia nao-acelerados) e a
velocidade de propagacdo da luz no vacuo é a mesma em todos os sistemas de
referéncia inerciais (sistemas de referéncia néo-acelerados).”Posteriormente, a
teoria da Relatividade Geral amplia o primeiro postulado, incluindo referenciais

acelerados.

Em virtude do campo gravitacional e do movimento relativo entre 0 emissor e o
receptor do sinal, os reldgios, os relégios dos satélites possuem uma frequéncia

aparente diferente dos receptores localizados na superficie do planeta terra. Caso as
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corregdes indicadas pela Teoria da Relatividade n&o sejam feitas, os desvios das

localizagbes podem ser da ordem de 11 km, o que inviabilizaria o sistema de

localizacéao.

3.3 - Sequéncia Didatica — Circunferéncia

Utilizando materiais didaticos e tecnologicos expressaremos alguns dos conceitos

mais relevantes que nos levam a contextualizacdo e aplicacdo dos conhecimentos

na orientagdo por mapas e navegacdo por GPS a partir de uma adaptacdo da
sequéncia didatica “Circunferéncia” de (LUMMERTZ; BOTELHO; ROCHO, 2015).

Sera utilizado como apoio para representacao de situacdes de aplicacdo geométrica

o software do Geogebra Geometria na versao online 6.0.677.0, um aplicativo para

desktop e celular que é capaz de plotar uma diversidade de figuras geométricas,

equacdes matematicas e graficos de funcdes. O tutorial para uso desse software

pode ser facilmente encontrado na pagina online do servigo.

Figura 26 — Pagina Inicial GeoGebra Geometria

GeoGebra Geometria
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FONTE: https://www.geogebra.org/geometry
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Tema da sequéncia didatica: A circunferéncia e sua aplicabilidade historica para 0s

métodos de localizacdo

Objetivo da sequéncia didatica: Apresentar a geometria da circunferéncia e como

ela ajuda a otimizar os métodos de localizag&do por mapas e pelo GPS.

Tabela 2: Descri¢ces e Objetos do conhecimento

Objetos de
conhecimento

A circunferéncia como lugar geomeétrico.
Medida do comprimento da circunferéncia.
Posicdes relativas entre circunferéncias.
Equacgdes da circunferéncia.

Conceito de Trilateracéao.

Competéncias
especificas

3. Utilizar estratégias, conceitos, definicbes e procedimentos
matematicos para interpretar, construir modelos e resolver
problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos
resultados e a adequacédo das solugBes propostas, de modo a
construir argumentacéo consistente.

4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisado, diferentes
registros de representacdo matematicos (algébrico, geométrico,
estatistico, computacional etc.), na busca de solucdo e
comunicacéo de resultados de problemas.

Habilidades

(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da
Matematica e de outras areas do conhecimento, que envolvem
equacOes lineares simultaneas, usando técnicas algébricas e
graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.
(EM13MAT315) Investigar e registrar, por meio de um fluxograma,
guando possivel, um algoritmo que resolve um problema.
(EM13MAT401) Converter representacdes algébricas de funcbes
polinomiais de 1° grau em representacdes geométricas no plano
cartesiano, distinguindo 0s casos nos quais o comportamento é
proporcional, recorrendo ou ndao a softwares ou aplicativos de
algebra e geometria dindmica.

(EM13MAT402) Converter representacfes algébricas de funcdes
polinomiais de 2° grau para representac6es geométricas no plano
cartesiano, distinguindo os casos nos quais uma variavel for
diretamente proporcional ao quadrado da outra, recorrendo ou
nao a softwares ou aplicativos de algebra e geometria dindmica.

Objetivos de
aprendizagem

Reconhecer e representar circunferéncias.

Estabelecer a no¢ao de pontos equidistantes.

Reconhecer a relagéo de interseccao entre circunferéncias.
Introduzir a contextualizagcdo com a aplicacdo da circunferéncia na
orientacao por mapas.
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Contetido Circunferéncia.

Tempo de

~ 10 aulas
duracédo
Materiais Barbante, Régua, Pincel para quadro branco, Folha de papel
necessarios: milimetrado, Compasso, Celular e Computador.

FONTE: O autor

Detalhamento das aulas:

ATIVIDADE EXTRA CLASSE ANTES DE INICIAR A SEQUENCIA
Assistir ao video:

Titulo: A Magica do GPS - Professor Albert e a Ciéncia da Natureza
Canal: Professor Albert

Link: https://www.youtube.com/watch?v=0sYUOxPXsgA

Instrucdo: Fazer uma analise do conteudo apresentado no video e responder as

guestbes abaixo:

1- Quais elementos geométricos, vocé pode identificar no funcionamento do GPS?
2- Quantos dispositivos estdo associados a localizacdo de uma pessoa pelo GPS?
3- Qual relagé&o vocé consegue perceber entre os mapas e o plano cartesiano?

4- O que vocé sobre o conceito de trilateracao?

5- Vocé saberia aplicar o conceito de trilateracdo num mapa cartografico?

Aula 01 (SALA DE AULA)
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Para revisar com os estudantes o reconhecimento da circunferéncia como lugar
geomeétrico, e também suas caracteristicas, utilizaremos um barbante e pincel para

quadro branco para desenho da circunferéncia.

Marcar a representacdo de um ponto na lousa e pedir que cada um dos
estudantes represente mais dois pontos na lousa, de maneira que a distancia
desses pontos até o ponto representado pelo professor seja igual ao comprimento
do barbante. Espera-se que os estudantes percebam que se fossem reunidos todos
0s pontos equidistantes do ponto inicialmente marcado, representados ou ndo pelos
estudantes, seria obtida uma representacdo de circunferéncia. Neste momento,

perguntar aos estudantes:

)] Como vocé caracterizaria uma circunferéncia?
1)) Como é chamada a distancia entre os pontos da circunferéncia e o seu
centro?

iii) Qual é a relacdo entre o barbante e essa distancia?
iv) O que o comprimento do barbante corresponde em relacdo a

circunferéncia?

Em seguida, distribuir uma folha de papel milimetrado para cada um e propor que
representem algumas circunferéncias utilizando o compasso, realizando os

seguintes procedimentos:

1) Marcar um ponto qualquer na folha. Esse ponto sera o centro da

circunferéncia.

2) Definir a abertura do compasso com uma medida qualquer. Essa abertura

correspondera a que elemento da circunferéncia?
3) Fixar a ponta-seca do compasso sobre o centro da circunferéncia.
4) Girar 0 compasso e tragar a circunferéncia.

5) Feito isso, propor algumas atividades como as sugeridas a seguir, que podem

ser reproduzidas e distribuidas uma copia para cada estudante.
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EXERCICIO: Com auxilio de um compasso, trace:
a) uma circunferéncia de centro O e 3 cm de raio.

b) uma circunferéncia de centro P(0,0) e 5 cm de raio.

1) No plano cartesiano a seguir, considerando o comprimento do lado de cada figura
de quadradinho como a unidade de medida de comprimento (u.c.), represente
duas circunferéncias: uma de centro A(1, 1) com 4 u.c. de raio, e outra de centro
B(5, 6) com 3,5 u.c. de raio. As circunferéncias se intersectam em algum ponto?
Para verificar se os estudantes compreenderam e assimilaram 0s conceitos
explorados nas aulas propostas nesta sequéncia didatica, propor algumas

atividades, como as sugeridas a segquir.

Figura 27 — Plano Cartesiano para marcacao

Fonte: O autor.

Sim, as circunferéncias se intersectam em dois pontos.

Figura 28 — Interseccgéo de circunferéncias
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Fonte: O autor.

EXERCICIO EXTRA CLASSE

1) Desenhe agora em uma folha milimetrada, uma circunferéncia com centro
A(5,3) e raio 5cm. Em seguida substitua na equacdo (x — 5)? — (y — 3)? = 25,
0s pontos abaixo e relate o que vocé pode perceber sobre a localizagéo de

cada um e o resultado da equacéo.
a) Pi(2,-1)
b) P2(0,3)
c) P3(5,8)
d) P4(1,0)
e) Ps(5,-2)
f) Pe(3,4)

g) P7(1!7)

Aula 02 e 03 (LABORATORIO)

Objetivos: Utilizando o geogebra pretende-se que o0s estudantes apliqguem a
definicAo de circunferéncia para construi-la no ambiente virtual usando medidas

definidas pelo professor.

Entender a demonstracdo da equacdo reduzida da circunferéncia e aprender a

identificar os dados notaveis da equacao.
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Ser capaz de transitar entre as representacdes das equacoes geral e reduzida da

circunferéncia, identificando a funcao de cada termo.

Duracéo: 02 aulas

A CIRCUNFERENCIA

Denomina-se circunferéncia o conjunto de todos os pontos de um plano equidistante

de um ponto fixo C desse plano, denominado centro da circunferéncia.

Fonte: O autor.

Figura 29 — Circunferéncia e pontos equidistantes

Na circunferéncia da figura, temos CA=CB=CD-=r (raio da circunferéncia).

Com o auxilio do software Geogebra, mostraremos a definicdo de circunferéncia.
Seguindo os passos para a construcao da circunferéncia ilustrados na figura 4,
teremos uma figura com centro na origem. Onde os estudantes poderdo perceber
que o teorema de Pitdgoras é aplicado sobre as coordenadas de qualquer ponto

pertencente a circunferéncia.

Figura 30 — Instrucdes de construgéo da circunferéncia
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@

A = (0, 0) :

O C=(50 :

c : Circulo(A, C) :
@

— x4 y2 =125

B = Ponto(Circulo(A,5))
@)

— (3. 4)

f = Segmento(A, B) :
@)

— 5
Fonte: O autor.

Como resultado da aplicacdo desses parametros, temos a circunferéncia abaixo,

comprovando sua defini¢ao.

Figura 31 — Circunferéncia construida

BEixoX =4
BEixoY =3

Fonte: O autor

Perceba que a equacdo gerada para essa circunferéncia é x2 + y? = 25, onde se
aplicarmos as coordenadas do ponto B(3,4), encontraremos exatamente a medida
do segmento que determina o raio ao quadrado, conforme denotado pelo triangulo

retangulo na figura 5.

55



Como exercicio de construgcdo, vamos agora modificar as coordenadas do centro e

verificar o que acontece com a equacgao da circunferéncia.

Figura 32 — Circunferéncia com centro A(1,0)

Q A=(10 H = 5l
L T
¢ : Circulo(A, 5) H 474 \
— (x-12+y2=25
+ Entrada...

RS

5

Fonte: O autor

Figura 33 — Circunferéncia com centro A(0,1)

A=(0,1)
® - T~

¢ : Circule(A, 5) H 4 5 \

@ /
— x4+ (y-1)2=25
t 4
+ Entrada... /

\ : /

— L

Fonte: O autor

Figura 34 — Circunferéncia com centro A(-1,0)
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QO | A=(LOD) e~ L] T
¢ : Circula(A, 5) - T ;
— (x+ 1) +y2=125 3
=+ Entrada... I / Y \
t 5 4 13 i - 0
\ : /
~l | |
Fonte: O autor
Figura 35 — Circunferéncia com centro A(0,-1)
Q | A=@-1) =~ — ~
¢ : Circule(A, 5) : = 2
o :
— x4 (y+1)2=25 5
=+ Entrada...
f s 13 -2 1o “
| : }
\ i /
~— ! |

Fonte: O autor

Figura 36 — Circunferéncia com centro A(1,2)
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Q@ A=(1) ——_
¢ : Circulo(A, 5)

©
— (x-2P +(y-12=25

+ Entrada...

Fonte: O autor

Nesse momento solicita-se que os estudantes identifiquem e relatem as mudancas

gue perceberam na equacao da circunferéncia mostrada no geogebra. Solicita-se

ainda que os mesmos alterem em uma unidade o valor do raio da circunferéncia e

relatem o que perceberam.

Utilizando os dados da ultima circunferéncia construida, vamos agora entender a

equacao que determina essa figura geométrica.

Figura 37 — InstrucBes de construcéo da circunferéncia

O A=(Q21
® ¢ : Circulo(A, 5)

— (x-2P 4 (y-1)2 =25
+

Fonte: O autor.

Como resultado da aplicacao desses parametros, temos a circunferéncia abaixo.

Figura 38 — Circunferéncia construida com centro fora do eixo
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Fonte: O autor.

e Equacéo Reduzida da circunferéncia

Considere o plano cartesiano e a circunferéncia de centro A(a,b) e raio r, conforme a

figura 12 e mostrado anteriormente na figura 5.

Figura 39 — Circunferéncia de centro (a,b)

Fonte: O autor.

O ponto P(x,y) pertence a circunferéncia se, e somente se:

DPA) =r=(x—a)2+(y—-b)?=r

(x—a)?+(y—b)?* =r?
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Conhecida como equacéo reduzida da circunferéncia.
Caso particular: a = b = O(centro na origem), a equacéo sera do tipo:

x—02%+@y-0=r* > x2+y? =12
e Equacéo geral da circunferéncia

Desenvolvendo a equacdo reduzida da circunferéncia (x —a)? + (y — b)? = r?,

obteremos a equacéo geral da circunferéncia:
x% —2ax + a* + y* — 2by + b% = r?

x2+y%—2ax—2by+ (a®+b* —-712)=0
Geralmente, as circunferéncias sdo representadas pela equacdo geral, como por
exemplo, a circunferéncia x? + y? — 8x — 4y — 9 = 0. Nessa equacdo, nao é possivel
visualmente identificar o centro e o raio da circunferéncia que ela representa.
Precisamos entender como obter o raio e o centro da circunferéncia a partir de sua

equacao geral.
Vejamos, por exemplo, como ela é definida por uma equacao geral do tipo:

x2+y?2—8x—4y—-9=0
Agrupamos na equacgdo 0s termos em X e 0S termos em vy, isolando o termo
independente no segundo membro. Deixamos um espac¢o depois dos termos em x e

dos termos em y para completarmos o quadrado perfeito:

x2—=8x+_+y*—4y+__=9+__ +

Completamos o quadrado perfeito, em x é o quadrado da metade do coeficiente x
multiplicado pelo coeficiente de x2. Como o coeficiente de x é -2, metade de -2 é -1 e

0 quadrado de -1 € 1, somamos o resultado nos dois membros:
x2—8x+16+y?2—4y+__ =9+16+__

Da mesma forma, em y é o quadrado da metade do coeficiente de y multiplicado
pelo coeficiente de y2. Como o coeficiente de y € 4, metade de 4 € 2 e o quadrado de

2 € 4, somamos 4 aos dois membros da equacgéao:

x2—8x+16+y>—4y+4=9+16+4
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Portanto, temos os quadrados perfeitos:

x2—8x+16+y>—4y+4=9+16+4
(x—4)* (y-2)2 32

Dai, temos que, a equacgdo x? + y2 — 8x — 4y — 9 = 0 representa a circunferéncia de

C(4,2) e r = 3, com equacao reduzida igual a(x — 4)? + (y — 2)? = 9.

Exercicio: Determine a equacéao da circunferéncia de centro no ponto O(2,1) e raio
r=3.

AULA 04 (LABORATORIO)

Objetivos: Utilizar o geogebra para comparar os resultados obtidos em problemas

matematicos envolvendo circunferéncia.

Exercitar o conhecimento adquirido com os métodos de identificacdo de centro e raio

da circunferéncia.

Duragéao: 01 aula

Com o auxilio do Geogebra os estudantes construiremos a circunferéncia como
mostra a figura.

Figura 40 — Circunferéncia expressa no geogebra
QO | A=(31) : .

o B = Ponto{EixoY) H / \

~ (1) ® / N
® ¢ : Circulo(A, B) :

— (3 (-1 =9 s

+ Entrada... |

Fonte: Adaptado de https://pt.slideshare.net/eduardabotelho/sequncia-didtica-circunferncia

Observe que o geogebra ja apresenta a equacdo da circunferéncia na forma

reduzida, e para obter a forma geral é s0 desenvolver o produto notavel (quadrado
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da soma de dois termos e quadrado da diferenca de dois termos), vamos fazer

manualmente.

Resolucao: Neste caso, temosquea=-3,b=1er=3.

Usando a equacéo, vem:

x—a)*+(@y—-b)?2=r? >(x+3)2+@y-1%*=32>x2+y2+6x—2y+1=0
Logo, a equacéo é(x +3)2 + (y—1)2 =9%oux®? +y2 + 6y —2y+1=0

Exemplo 2: Vamos obter o raio e o centro da circunferéncia x? + y2 + 6y — 2y +
12=0

Os estudantes vao inserir a equacgao na entrada do Geogebra, conforme figura 15.

Figura 41 — Entrada de funcdes

® A=(32) i e ——.

¢ : Crcsto(A, 5) : /

—(x+3P+-2P=2

Fonte: Adaptado de https://pt.slideshare.net/eduardabotelho/sequncia-didtica-circunferncia

Observe que o software fornece a equacdo na forma reduzida, permitindo a

identificacdo do centro da circunferéncia A(-3,2) e a medida do raio r = 5.

Resolvendo o mesmo exemplo sem o uso do software, completaremos o0s

guadrados.

x2+6x+__+y*—4y+__ =12+__ +__

x2+6x+9+y*—4y+4=12+9+4
—_——
(x+3)? (y-2)? 52
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Portanto, a equacdo x> + y% + 6y — 4y — 12 = 0 representa uma circunferéncia de
centro C(-3,2) eraior =5.

E, a resolucdo do mesmo exemplo utilizando a técnica do método da comparacéao.
x?+y?—2ax—2by+(a®+b?—r?) =x’+y?+6x—4y—12=0

Comparando a equacao da circunferéncia com a equacao genérica temos que:
—2a=6 > a=-3

—2b=—-4>=hp=2
a?+b?—1r2=-12=(-3)2+22-1r2=-12>9+4—r? =-12

r? = 25 = r = 5(ndo existe raio negativo)

Logo, concluimos que o centro da circunferéncia é (-3,2) e o raio é 5.

Exercicio (EXTRA CLASSE)

1) Determinar a equagao normal e a equacéo reduzida da circunferéncia que
tem:

a) Centroem C(3,5) eraior = 3.
b) Centro em M(-1,-3) eraio r = 2

c) Centroem Q(0,2) eraior =4.

2) As seguintes equacOes representam circunferéncias; determine as
coordenadas do centro e raio em cada caso:

a) x>+y>—4x—8y+16=0
b) x2+y2+12x—4y—-9=0

C) x2+y?+8x+11=0

3) Verifique entre os pontos A(0,3), B(7,2) e C(-1,3) os quais pertencem a
circunferéncia de equacdo (x —3)? + (y + 1)? = 25 e identifique qual o seu
centro e o raio.
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4) Verifique se a equacdo x*+y?+2x+2y—2=0 representa uma
circunferéncia. Em caso afirmativo, dé as coordenadas do centro e o raio da
circunferéncia.

5) O ponto P(3,b) pertence a circunferéncia de centro no ponto C(0,3) e raio r =
5. Calcule o valor da coordenada b.

SUGESTAO: Para otimizar o tempo da sequéncia em sala de aula, pode-se
disponibilizar o gabarito dos exercicios extra classe que tratem exclusivamente de
resolucao de problemas.

AULA 05 (SALA DE AULA)

Objetivos: Identificar as posicbes relativas entre Circunferéncia - ponto,
Circunferéncia - reta e Circunferéncia — Circunferéncia.

Compreender como as posicOes relativas podem ser aplicadas para solucionar
problemas que exigem interpretacdo com ou sem o uso de calculos escritos.

Inteirar-se sobre os conceitos béasicos utilizados para a construcdes feitas pelo
método da trilateracao.

Exercitar os conceitos e verificar os resultados utilizando o geogebra.

Duracédo: 01 aula

Nesta aula, falaremos sobre as posicfes relativas entre circunferéncia e um ponto.
Nesse momento é solicitado que os estudantes resgatem o exercicio extra classe da
aula 01. Para que possa ser feita a formalizagcdo dos registros que 0s mesmos
fizeram e gerar mais discussao acerca das analises que agora podem ser realizadas

de forma mais sélida e abrangente.

e PosicOes Relativas de um ponto e uma circunferéncia: Um ponto pode ser
interno externo ou pertencer a circunferéncia de centro C e raio r.

Figura 42 - Posi¢Bes do ponto em relagéo a circunferéncia
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B

d(B,A) <r d(B,A) =r d(B,A) >r
B é interno B € a circunferéncia B é externa a circunferéncia

Se a circunferéncia tem centro C(a,b) e raio r, podemos obter posi¢cdo do ponto

P(x,y) em relagdo a circunferéncia da seguinte forma:
a) P pertence a circunferéncia?

dP,0)=r=>x—-a)+(@y-b)?=r’=>x—-a) )+ -b?*-1r2=0, (Pe
a circunferéncia)

b) P pertence a regido exterior a circunferéncia:
dP,0)>r>(x—-a) )+ -b)?>r’=>(x—-a)?+(y—-b)?*—-r2>0, (P éexterno a
circunferéncia)

c) P pertence a regido interior a circunferéncia:

dP,O)<r=>(x—-a)+(@y—-b)?<r’=>(x—-a)+(y—-»b)?—-12<0, (P éinterno a
circunferéncia)

Exemplo 3: Verifigue qual a posicdo do ponto A(2,8) em relacdo as circunferéncias
dadas:

a) (x—2)+@-5>=9
b) x2+(y—8)2=8
Q) (x+4)?%+(y—5)7=16

e PosicOes relativas entre duas circunferéncias: Consideremos as
circunferéncias C; e C,, distintas. Seja da distancia entre os centros A e B,
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respectivamente, das circunferéncias C; e C,. Assim, podem ocorrer trés
situacoes:

»C1l e C2 séo tangentes entre si (figura 11), neste caso elas tem um
anico ponto comum.

Figura 43 — Posicgéao relativa entre duas circunferéncias (1)

d(A,B):r d(A,B): |r1-r2|

» C, e C,sd0 secantes entre si (figura 21), neste caso elas tem dois pontos
comuns.

Figura 44 — Posicéo relativa entre duas circunferéncias (2)

[ri-r2] <d(A,B) <ri+r;

» C1 e C2 néo se interceptam (figura 22), nesse caso ndo tem ponto em comum.

Figura 45 — Posicao relativa entre duas circunferéncias (3)

66



d(A,B) >r1+1>

eq2

eql

Bf A

d(A,B) <|ry +rg

d(A,B)=0

Possiveis posicdes relativas entre duas circunferéncias:
a) Externas:d(4,B) >r + 1,
b) Tangentes externas:d(4,B) =nr, + 1,

c) Secantes:|r; —1,| < d(A,B) <nr +71,
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d) Tangentes internas:d(4,B) = |r; — 13|
e) Umainterna a outra:d(4,B) < |r; — 13|

f) Concéntricas:A = B,d(4,B) =0

AULA 06 (LABORATORIO)
Objetivos: Entender o conceito de trilateragéo.

Aplicar os conceitos de posigdes relativas entre circunferéncias para resolver
problemas cartogréaficos de localizacao.

Representar os problemas no ambiente virtual do geogebra para andlise da situacao
proposta.

Duragéo: 01 aula

Exemplo 5: Vamos verificar a posi¢éo relativa das circunferéncias em cada item:
a) x>+y2=100ex?+y?>—12x— 12y +68 =0
b) x2+y2—-2x—-3=0ex?+y>+2x—4y+1=0

Resolucao:
a) x2+y?=100ex?+y?—12x — 12y +68 =0

Subtraindo membro a membro, temos:

(x2+y?2—-100) — (x2 +y?2 —12x — 12y + 68) = 0

12x+ 12y —-168=0=>x+y—14=0>y =14 —x

Subtraindo y na primeira equacao, temos:
x>+ (14—x)> =100 = 2x> - 28x+96 = 0=

=>x2—14x +48=0

Portanto,

x=6=>y=14—-6=8
Ou

x=8=y=14-8=6

Logo, as duas circunferéncias sdo secantes e seus pontos comuns séo (6,8) e (8,6).
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LISTA DE EXERCICIOS

1) Dadas as circunferéncias C; e C,, descubra suas posicdes relativas e seus
pontos em comum (se houver):

a) Cl:ix?+y?2=16e(C2:x*+y>+6x—4y+4=0
b) Cl:4x*+4y?> —4y—-3=0eC2:x*+y?>—y =0

Nota: Verificar resultados no geogebra apds os célculos.

Aula 07 E 08 (SALA DE AULA)

Objetivos: Utilizar os conhecimentos adquiridos para resolver os desafios propostos

pelo professor.

Trabalhar em equipe em prol de um objetivo comum, compartiihando duvidas e

gerando discussfes construtivas aplicadas a problemas reais.

Duracao: 02 aulas

JOGO DA LOCALIZACAO

Disposicdes:
Com um mapa da escola em méos, os estudantes se dividirdo em equipes de 04
pessoas para resolver os enigmas através do sistema de coordenadas baseado no

plano cartesiano e na trilateracao.

1) Utilizando o conceito de trilateracdo, sera dado aos grupos um conjunto de 03
equacdes de circunferéncias cujos raios representam as distancias de referenciais
cuja interseccdo determina a localizacdo de uma premiacdo simbolica (bala,
doces, objetos escolares, etc.) junto com uma pista entre as 04 que compdem

uma charada para o grande prémio final.
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2) Cada local escolhido devera guardar uma quantidade de prémios/pistas igual ao

namero de grupos que foram divididos em sala de aula.

3) Apés aplicarem o conceito da trilateracdo na planta entregue a cada grupo e
identificarem os pontos possiveis onde o0 objeto de premiacdo pode estar, um
estudante delegado por cada equipe ira procurar pelo objeto escondido no interior

da escola.

4) Caso encontre o objeto e a pista do grande prémio, o estudante retorna para a
sala para receber a proxima instrucdo. Caso contrario, o estudante deve retornar
para verificar se houve erro nos céalculos executados pela sua equipe. (Nota: A

equipe nao recebe a proxima instrucao até que tenha completado a fase atual.)

5) Cada integrante do grupo s6 podera ser delegado para procurar as pistas uma

Unica vez, promovendo um rodizio e participacao de todos.

6) Conforme a figura 21, basta que o professor sobreponha o plano cartesiano sobre
um mapa do interior da escola ou da area que o mesmo pretende utilizar para

execucao da atividade.

Figura 46 — Mapa escolar

= — i |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Fonte: Adaptado de www.archdaily.com.br.
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7) A partir do ajuste do plano cartesiano sobre o mapa da escola, o professor define
as coordenadas para esconderijo dos prémios e dos trés referenciais adotados
para cada prémio, montando em seguida as equacdes das circunferéncias

correspondentes.

8) Sugestao distribuir uma parte da nota que compde a sequéncia em 04 partes

entre os prémios do jogo (podem ser pontuacdes diferentes para cada etapa).

9) Como sugestdo de premiacéo final pode ser feito o agregado de uma nota extra
para a equipe melhor colocada em relacdo ao tempo de resolucdo do jogo. Nao
deixando de premiar também as demais equipes de forma proporcional como

forma de incentivo.

AULA 9 (SALA DE AULA)

Objetivos: Relacionar os conhecimentos adquiridos sobre trilateracdo ao Sistema

de Posicionamento Global por meio das coordenadas de Latitude e Longitude.

Ser capaz de resolver problemas que envolvam localizar-se por meio de analise

mapas cartograficos.
Duragdo: 01 aula

O sistema de coordenadas cartesianas € formado por dois eixos perpendiculares

gue se cruzam, onde um ponto qualquer é representado pelo par ordenado P(X, y).

Figura 47 — Plano Cartesiano
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Fonte: O autor.

Coordenadas geogréficas séo linhas imaginarias que cobrem todo o globo e serve
para a localizacdo geogréafica de qualquer lugar no globo. Para localizar um ponto,
precisamos de um mapa, onde tracamos os paralelos e meridianos que tornam mais

precisa a localizacdo deste ponto.

Nota: Podemos associar o plano Cartesiano com a latitude e a longitude, temas
relacionados aos estudos geograficos e a criacdo do atual sistema de
posicionamento, o GPS. O Sistema de Posicionamento Global permite que
saibamos nossa localizacdo com o menor erro possivel na terra, desde que
tenhamos em maos um receptor de sinais GPS, informando a latitude, a longitude e
altitude com o auxilio de satélites em orbita da Terra. Um exemplo de utilizacdo do
GPS séo os avides, que sdo monitorados e informados em qual rota devem seguir

viagem.

Figura 48 — Mapa Latitude/Longitude
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Fonte: Adaptado de https://pt-static.z-dn.net

Exemplo: O GPS é um sistema que permite, por meio de satélites, obter as

coordenadas em latitudes e longitudes de um objeto na face da terra. Se a leitura do

GPS informa que um objeto se encontra na latitude 22,5° e na longitude de 38,7°,

entdo na figura abaixo (que imita a tela de um radar) o objeto estard em qual

quadrante?

a) Q1.
b) Q11.
c) Q9.
d) Q4.

e) Q13.

Figura 49 — Quadrantes Latitude e Longitude

longitude

Oeste «
& 30° 20 10 o

o
Q1 Q2 Q3 Q4

10°
Qs Q6 Q7 Qs

20
Q9 Q10 Qan Q12

°
Q13 Q4 Q15 Qe

40°

Iatitude

Sul

Fonte: Adaptado de www.google.com
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Resposta: C

SUGESTAO: Apo6s a conclusio das atividades os estudantes ja devem ser capazes
de compreender a relacdo entre o plano cartesiano e o GPS, a aplicacdo do conceito
de trilateracdo e a implicacdo em sua vida cotidiana. Entdo, como forma de aliar o
conhecimento as tecnologias utilizadas pelo estudante, recomenda-se agora
expandir a ideia do jogo da localizacdo utilizando o aplicativo Google Maps com
instrucdes para que os estudantes possam identificar localizacdes especificas. Ha
ainda a possibilidade de se estabelecer uma interdisciplinaridade com os
professores de geografia e histéria para o desenvolvimento de atividades em

projetos estruturantes em prol da comunidade escolar.

Consideragfes Finais

Durante toda a trajetéria académica, por meio das experiéncias vivenciadas nos
projetos de extensdo, iniciacdo a docéncia, estagios e eventos, foi possivel
desenvolver e discutir praticas pedagdgicas para aperfeicoar o ensino-aprendizagem

de matematica.

Inicialmente tinhamos como intencéo aplicar a sequéncia elaborada em uma escola
estadual, na turma do terceiro ano. Porém, fomos informados sobre o calendario de
avaliac6es da unidade e percebemos que ndo seria compativel com o tempo que
dispomos, com isso, ndo foi possivel aplicar a sequéncia antes da conclusao deste
trabalho, o que nos impede de avaliar efetivamente seus resultados. Porém,
trazemos ela como exemplo e pretendemos aplica-la futuramente buscando

aperfeicoamento e elaboracéo de trabalhos decorrente da experiéncia em sala.

Ao analisarmos os documentos oficiais nacionais que orientam 0 ensino de
matematica, é possivel notar que o processo de ensino carece de praticas bem
elaboradas para dinamizar o acesso ao conteudo e promover um rendimento
significativo do conteudo trabalhado em sala de aula. Cada professor possui uma
metodologia e envereda por caminhos que reflitam a sua trajetéria e aprendizado.

Nos ultimos anos, e com os produtos advindos da pandemia da Covid-19, as TICs
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(Tecnologias da informac&o e comunicagao) se tornaram uma parte fundamental no

auxilio e desenvolvimento da educacéo.

Com isso, o plano de se elaborar uma atividade que aliasse uma ferramenta
tecnologica do cotidiano e instrumentos de conhecimento em geometria, se mostrou
mais viavel e relevante. A construcao de toda a sequéncia foi pensada ponderando
as dificuldades que poderiam aparecer tanto em um ambiente de escola privada
como publica. Porém, como em toda atividade de experiéncia, existem

intercorréncias que fazem parte do processo e podem nao ter sido previstas.

As dificuldades ja previstas estdo associadas a falta de material didatico disponivel
na escola, quantidade de computadores incompativeis com a necessidade da turma
e até mesmo a falta de interesse dos estudantes em contribuir com a atividade. Mas
apesar de tudo isso, acreditamos que o educador possa adaptar a atividade a sua
realidade escolar. Confiamos que cada educador possui a missao de transformar o
ambiente ao seu redor e possibilitar que seus estudantes participem ativamente do
processo de ensino aprendizagem em busca da constru¢do de uma sociedade

melhor.

Revisitando os objetivos deste trabalho, tinhamos como perspectiva construir uma
sequéncia utiizando o GPS como organizador prévio para 0 ensino de
circunferéncia, utilizando o software Geogebra, no 3° ano do ensino médio.
Conseguimos atingir os objetivos geral e especificos, destacando o0s conceitos
geométricos envolvidos no funcionamento do GPS e aplicando-os na sequéncia. Da
mesma forma, analisamos os calculos utilizados na determinacdo do
posicionamento dos receptores, relacionando-os no ambiente escolar. Discutimos 0s
aspectos ligados ao ensino-aprendizagem como ferramentas na construcdo do
conhecimento. Nao foi possivel, entretanto, discutir os reais impactos, para a
aprendizagem dos conceitos de circunferéncia, do uso de um organizador prévio
baseado na tecnologia do GPS, o que sera feito quando a sequéncia didatica puder

ser aplicada.

Caso as condi¢cdes permitam, pretendemos aplicar a sequéncia no ano letivo de
2022 no Colégio Estadual Sdo Francisco, localizado na cidade de Alagoinhas-BA,e
com isso, analisar os resultados obtidos, desdobrando este trabalho em um projeto
para especializacdo em educacdo matematica. Espera-se que a sequéncia atue
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como facilitador no desenvolvimento das competéncias e habilidades propostas e na
construcdo dos conhecimentos atrelados a circunferéncia e sua contextualizacéo
com o GPS e, como ja relatado na sequéncia, que nas etapas sejam construidas as
bases para a ancoragem do contetudo e promova a reflexdo do estudante sobre a
tecnologia utilizada e como essa nova visdo pode impactar na sua vida social e

escolar.
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