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Resumo

Entendo que a importancia das Equacoes Diferenciais esta no fato de que mesmo as
equacoes mais simples podem serem tuteis na modelagem de varios problemas. O conhe-
cimento de sistemas naturais complexos ¢ ,em geral, conseguido através da combinacao
ou do refinamento de modelos mais simples. O estudo das Equagoes Diferencias é su-
porte matemadtico para varias areas da ciéncia e das engenharias, o presente trabalho faz
no primeiro capitulo uma revisao de alguns métodos de resolugao das Equacoes Diferen-
ciais Ordinarias -EDO s o segundo capitulo tem como meta demostrar os teoremas de
Picard-Lindelof e Cauchy-Peano os quais tratam da existéncia e unicidade das solucoes
das EDO “s para alcangar esse intento foi necessario fazer uma revisao de espacos métricos
completos. Finalizamos o trabalho com as aplicagoes das EDO “s a modelos Bioldgicos,

tais como, especies em competicoes, modelo predador-presa e a serrapilheira.

Palavras-chave: Equacoes Diferenciais , Existéncia e Unicidade de Solugoes ,

Aplicacoes a Biossistemas.



Abstract

I understand that the importance of Differential Equations lies in the fact that even the
simplest equations can be useful in modeling various problems. The knowledge of complex
natural systems is generally achieved by combining or refining simpler models.The study
of Differential Equations is mathematical support for several areas of science and engi-
neering,the present work makes in the first chapter a review of some methods of solving
the Ordinary Differential Equations - EDO’s the second chapter aims to demonstrate the
theorems of Picard-Lindel6f and Cauchy-Peano which deal with the existence and uni-
queness of the EDQ’s solutions. To achieve this aim, it was necessary to review complete
metric spaces.We end the work with the applications of EDO’s to Biological models, such

as species in competitions, predator-prey model and litter.

Key words: Differential Equations, Existence and Uniqueness of Solutions, Ap-

plications to Biosystems.
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Capitulo 1
Introducao

Por que estudar equagoes diferenciais? A resposta é simples, equacoes diferen-
cias sao suporte matematico para varias areas da Engenharia e da Ciéncia. O estudo
das Equacoes Diferenciais inicia-se com o estudo do Célculo Diferencial e Integral, pri-
meiramente, associado a problemas de Mecanica e Geometria. O destaque nesta época
esta para as trés leis de Newton e a lei da gravitagao universal que possibilitaram obter
equacoes diferenciais ordinarias.

Boyce (2006) relata uma visao histérica das equagoes diferenciais, onde a mesma
iniciou-se com o estudo de calculo durante o século XVII, pelos matematicos Isaac Newton
e Gottfried Wilhelm Leibniz , essa concepgao mostra que a evolucao das equacoes esta
coesa ao avancgo geral da matemadtica. Nesse periodo de desenvolvimento inicial, alguns
matematicos tiveram um maior ressalto, dentre eles podemos citar Newton, Leibniz, Jakob
Bernoulli, Johann Bernoulli, Cauchy, Daniel Bernoulli, Euler, Lagrange, Laplace, Gauss
e Lipschitz.

O desenvolvimento das solugoes de determinadas equacoes diferenciais ainda con-
tinua como objeto de pesquisa, com problemas atrativos e importantes ainda nao resolvi-
dos. Para muitos matematicos, conhecer seus resultados basicos e aplicagoes de equagoes
diferenciais ordinarias é de extrema importancia para quem pretende prosseguir seus es-
tudos nessa area da Matematica.

Entendo que a importancia das equacoes diferenciais esta no fato de que mesmo as
equacoes mais simples correspondem a modelos Bioldgicos, fisicos uteis, como por exemplo
o modelo predador-presa, decaimento de substancias radioativas, o comportamento de
sistemas de massas e molas. O conhecimento de sistemas naturais complexos é em geral
conseguido através da combinacao ou do refinamento de modelos mais simples.

Neste trabalho abordaremos no primeiro capitulo as principais solugoes para
equagoes diferenciais de primeira, no segundo capitulo Espacos Métricos, existéncia e
unicidade de solugoes e no terceiro capitulo as aplicacoes das equacoes diferenciais a Bi-

ossistemas.



1.1 Classificacao

1.1.1 Classificagcao Pelo Tipo

As equagoes diferenciais dividem-se em dois tipos, que sao as equagcoes diferenciais
ordindrias (EDO) e as equagoes diferenciais parciais (EDP). De modo geral, nas EDO’s
queremos determinar uma curva no espaco que satisfaga relagdoes com suas derivadas
ordindrias de diversas ordens. Enquanto que nas EDP’s temos como objetivo determinar
uma funcao de n variaveis que satisfaz relagoes com suas derivadas parciais, também de

diversas ordens. Esse trabalho é focado no estudo das EDO’s e aplicagoes. Segundo D.zill
(2003) :

Definicao 1. Fquacoes Diferenciais Ordindrias sao equacoes que contém somente deri-
vadas ordindrias de uma ou mais varidveis dependentes, em relacdo a uma unica varidvel

independente.
Exemplo de equagoes ordinaria:

dx
sl -1
7 + bz

2"(t) — 32'(t) = 4

1.1.2 Classificacao Pela Ordem

A ordem de uma EDO esta relacionada com a ordem das derivadas que surgem
na equagao. Podemos representar uma equacgao diferencial ordinaria envolvendo derivadas

até a ordem n por uma fun¢ao F(z1, ..., x,12) de n + 2 varidveis, da seguinte forma:

dz dz"™
Flto —,....— | =k
(7-%‘7 dt? 7dt,n>

d
Por exemplo na equacao d—j + 5z =1 a fungdo F(xy,x9,23) = bxe + 23 k=1
definem a EDO.

Definicao 2. A ordem de uma equagao diferencial € dada de acordo com a derivada de

mator ordem que nela aparece.

Equagao de primeira ordem

ty + 2y = 4¢t?
dy 4t —1t°
dt 443

2



Equacao de segunda ordem:
4y" — 8y +3y=0

1.2 Equacoes Diferencias Lineares de Primeira Or-

dem

Equagoes diferenciais sao ferramentas matematicas amplamente usadas na mo-
delagem de diversos sistemas dinamicos quantificando ou qualificando a evolucao desses
sistemas. Resolvendo analiticamente ou analisando qualitativamente uma equacgao dife-
rencial que caracteriza determinado processo, pode-se extrair informagoes relevantes sobre
0S mesmos e possivelmente prever o seu comportamento.

Este capitulo estudaremos as equacgoes diferenciais de primeira ordem as quais
possuem alguns exemplos de aplicagoes importantes em Ciéncias Naturais, dentre os quais
merece destaque o problema da dinamica de populacoes competicao de espécies como, por
exemplo, no sistema predador presa e a modelagem aplicada a serrapilheira. Em todos

os casos citados acima estamos interessados em resolver equagoes do tipo:

dy _

) (11)

sujeita & condigao inicial y(x¢) = yo

1.2.1 Meétodo Dos Fatores Integrantes

Iniciaremos nosso estudo pelo método dos fatores integrantes aplicado a solugao de EDO’s
do tipo:

Y bl = a(t) (12)
onde p e g sao fungoes dadas na variavel independente ¢. Observe que neste caso a fungao
fty) = q(t) = p(t)y.

O método dos fatores integrantes é devido a Leibniz e ele envolve a multiplicacao
da equagcdo diferencial (1.2) por uma determinada fungao p(t) escolhida de modo que a
equagcao resultante seja facilmente integravel. A funcao u(t) é chamada de fator integrante
e a principal dificuldade é encontra-la.

Para determinar um fator integrante apropriado multiplicamos a equagao (1.2)
por u(t):

u() % 4 p(Ou(t)y = (D)t (1.3



Supondo que pu(t) satisfaga a equagao:

W) pioyntr)

podemos observar que a equagao a esquerda do sinal da igualdade em (1.3) é a derivada

do produto u(t)y(t) , ou seja

ApOVO] _ o dy )

dt at "t
. P _ :
Supondo ainda u(t) > 0 podemos escrever 0 p(t) e integrando ambos os
i

membros obtemos

mm@n:/¢@ﬁ+k

escolhendo a constante arbitraria k igual a zero, encontramos a fungao simples:

lt) = e PO (1.4)
Voltando para a (1.3)
du(?ty(t) = p(t)q(t)

Portanto,
u@MﬂZ/MM@ﬁ+C

onde neste caso a constante C' sera determinada pela condicao de contorno. De fato, nossa

solucao seré dada por

qu®«$w+c]

to

y(t)z—{

onde p(t) = e/ PW ¢ devido a nossa condicao de contorno y(ty) = yo obtemos C' = yopu(to).
Para elucidar a demonstracao acima aplicaremos seus passos na resolucao da

seguinte equagao diferencial com condicao de contorno:
ty' + 2y = 41*

y(1) =2

Para determinar p(t) e ¢(t) precisamos colocar a equagao na forma (1.2)
, 2
Y+ ;y =4t (15)

2
de modo que p(t) = ;e q(t) = 4t. Para resolver a equagao acima calculamos o fator



integrante
p(t) = ot 2dt _ 62ln|t\| — 42

Multiplicando a equagao (1.5) por t* obtemos
2y + 2ty = 4t

daf (t?y)" = 4¢3 e por integragao,
yt2 =tt+¢

onde ¢ é uma constante arbitraria. Segue-se que
c
_p2, C
y=1 4+ %
Para satisfazer a condicao inicial dada é necessario escolher ¢ = 1 ; assim,

1
42
y=t +t_2

é a solucao para o problema de valor inicial.

Aplicando a férmula (1.3), como tg = 1, yo = 2 temos p(l) = 1> =1, C =

1 t
y(t) = ﬁ{/ 82'4Sd8+2:|
1

yop(to) = 2.1 = 2 e portanto

1.2.2 Equacoes Separaveis

Para identificar essa classe de equacoes vamos reescrever a equagao (1.1) na forma:

d
M(t,y)+ N(t,y)=l =0 (1.6)
Sempre é possivel fazer isso definindo, M (t,y) = —f(t,y) e N(t,y) = 1 mas

também existe outras maneiras. Se acontecer de M sé depender de t e N sé depender de

y, entao ficamos com a seguinte equagao:

M(t) + N(;,)% —0 (1.7)

tal equacao é dita separavel porque, pode ser escrita na forma diferencial:
M(t)dt + N(y)dy =0 (1.8)

bt



Sendo H; e Hy duas primitivas quaisquer de M e N, respectivamente, podemos

reescrever a equacao (1.7) do seguinte modo:

dy

=0 (1.9)

Hi(t) + Hj(y)
e de acordo com a regra da cadeia a equagao (1.9) é equivalente a:

D 10) + () = 0

Integrando a equacao anterior em relagao a ¢t temos
H(t)+ Hy(y) = ¢ (1.10)

onde ¢ ¢ uma constante arbitraria qualquer.

Qualquer funcao diferenciavel y = ¢(t) que satisfaz a equacao (1.10) é uma
solugdo da equagao(1.8) , em outras palavras a equacao (1.10) define a solugao impli-
citamente, em vez de explicitamente.

Na prética a Eq. (1.10) é obtida em geral da Eq. (1.7) integrando-se a primeira
parcela em relacdo a t e a segunda em relacdo a y. A equagao diferencial (1.6) , junto

com uma condicao inicial,
y(to) = vo (1.11)

forma um problema de valor inicial. Para resolver esse problema de valor inicial, preci-
samos determinar o valor apropriado da constante ¢ na Eq.(1.10). Esse valor e obtido

fazendo-se t =ty e y = yo na Eq.(1.10) , resultando em :

Hl(t(]) + Hg(yo) = C

Como H; e H, sao as primitivas, respectivamente, das fungoes M e N segue que:

/t: M(s)ds = /t: Hi(s)ds = Hy(t) — Hy(to)

/yy N(s)ds = /yy Hy(s)ds = Ha(y) — Halyo)

Somando o resultado da integracao nas duas equacoes anteriores e agrupando

chegaremos as seguinte resultado:

Hi(t) = Haly) = (Hs(t0) + Halon)) = [ M(o)ds+ [ N(s)ds



Dai, por (1.10) obtemos o seguinte:

/ttM(s)ds+/yN(s)ds —0 (1.12)

A Equagao anterior é uma representacao implicita da solugao da equacao diferencial (1.7)
que satisfaz a condigao inicial (1.11). Vocé deve ter em mente o fato de que, para obter
uma férmula explicita para a solugao, é preciso resolver (1.12) para y como funcao de
t. Infelizmente, muitas vezes isso é impossivel analiticamente; em tais casos, vocé pode
apelar para métodos numéricos para encontrar valores aproximados de y para valores
dados de t.
_dy M-t L
Exemplo: Resolva a equagao — = sujeita a condigao inicial y(0) = 1.

dt 4+ 93
De modo pratico, reorganizando a equacao acima obtemos,

(4 +y*)dy = (4t — t°)dt

Integrando a direita em relacao a y e a esquerda em ralacao a ¢t chegamos na seguinte
igualdade
yt+ 16y — 82 +t* = ¢

onde ¢ é uma constante arbitraria. Pela condi¢ao de contorno, ¢t = 0 e y = 1 podemos

determinar a constante ¢ = 17. Daf, y* + 16y — 8t? + t* = 17 defini implicitamente a
dy 4t —1
dt — 4+y3°
Do mesmo o problema proposto ¢ equivalente a (t3 — 4t)dt + (4 + y3)dy = 0.

solucao da equagao diferencial

Aplicando a equacao (1.12) teremos:

t Y
/53—4sd8—|—/4+33d3:o
0 1

Resolvendo a integracao acima;

54" 4527" 1Yt 4? 4
T [ e [ 8

=0
4], 121, 41, 4 2

AN

multiplicando o resultado acima por 4 chegamos novamente na solucao implicita y* +
16y — 8t + 1 = 17.



1.3 Equacoes Diferenciais Lineares de Segunda Or-

dem

Equagoes lineares de segunda ordem tem uma importancia crucial no estudo
de equacoes diferenciais por duas razoes principais. A primeira é que equacoes lineares
tem uma estrutura tedrica rica, subjacente a diversos métodos sistematicos de resolugao.
Além disco, uma parte substancial dessa estrutura e desses métodos e compreensivel em
um nivel matematico relativamente elementar. Para apresentar as ideias fundamentais
num contexto o mais simples possivel vamos descreveé-las neste capitulo para equacoes de
segunda ordem. Outra razao para estudar equagoes lineares de segunda ordem é que elas
sao essenciais para qualquer investigacao séria das areas cldssicas da fisica matematica

Uma equacao diferencial de segunda ordem tem a forma:

d*y dy
— = t,y, — 1.1
o=t (0% (1.13)

onde f é uma fungao geral dada: A equacao (1.13) é dita linear se a f tem forma:

dy dy
ty, — | = g(t) — p(t)—= — q(t
f<,y dt) 9(t) = p(t) o, —alt)y
. - dy < - . :
ou seja se f é linear em y e ;7 D@ equagdo acima g,p e g s80 funcoes especificadas da
variavel independente ¢ mas nao dependem de y. Nesse caso escrevemos a equagao geral

(1.13), em geral, como :

Y™ (8) + )y () + q(t)y(t) = g(t) (1.14)

Na equagao (1.14) encontramos com frequéncia, a equagao,

P(t)y”(t) + Q()y(1) + R(t)y(t) = G(1)

e claro que P(t) # 0 podemos dividir a equacao anterior por P(t) obtendo assia a equagao
(1.14) com,
R(t) G()
=2 gt) = =2, g(t)= =2
Ao tentar resolver as equagoes (1.13) e (1.14) vamos nos restringir a intervalos nos
quais a fungoes p,q e g sao continuas. Um problema de valor inicial inicial consiste numa

equacao diferencial como as citadas anteriormente com um par de condigoes iniciais:

y(to) =vo , Y'(to) =} (1.15)



onde yy e y(, sao numeros dados que descrevem o valor de y e y' no ponto t,. Uma equagao
linear de segunda ordem ¢é dita homogénea se a fungao ¢(t) da equacao (1.14) for igual a

zero para todo t, ou seja,
P(t)y” + Q)Y + R(t)y =0 (1.16)

esta seccao vamos concentrar nossa atencao nas equacoes em que P,Q e R s@o constantes

e seus valores respectivamente a, b e ¢, nesse caso a equacao anterior torna-se:
ay’ +by +cy=0 (1.17)

Com um pouco de reflexao nés somos capazes de dizer que uma possivel solucao
para equacao anterior ¢ do tipo y = €™ além disso ¥’ = re™ e y” = r2e" onde r é um
parametro a ser determinado, substituindo os valores de y, ¢’ e y” na Eq. (1.17) chegamos
no seguinte resultado:

(ar® +br +c)e" =0 (1.18)

como e" # 0
ar* +br +¢c=0 (1.19)

a expressdo acima é chamada equagao caracteristica da equagao diferencial (1.17), seu
significado reside no fato que, se r é uma raiz da Equacao polinomial (1.19), entao y = "
é solucao da equacao diferencial (1.17). Como a (1.19) é uma equagao do segundo grau
com coeficientes reais, ela tem duas raizes que podem serem distintas reais e iguais ou
complexas conjugadas.No presente trabalho sera considerada apenas o primeiro caso.
Supondo r; # 1o duas rafzes reais . Entao yi(t) = €' e yo(t) = €™ sao duas

solugbes da Eq.(1.17) segue que
y=cre"t +cpet (1.20)

também sao solugoes da Eq.(1.17). Para verificar que isso é verdade, podemos derivar a

expressao na Eq.(1.20), portanto:

y = ci.ri.e™t + cyrg.e™?? (1.21)

y” = c1.r2. et 4 cgry? et (1.22)

Substituindo y,y’ e y” na equagao (1.17) temos o seguinte:

ay” + by +cy = a.(cr.rie™ oy ) 4 bo(crri et 4 cprge™ ) 4 c(cre™ + cpe™?)



portanto
ay’ + by + cy = ci(ar? +bry + c)e™ ! + cy(ars 4 bry + c)e’! (1.23)

As quantidades entre parénteses a direita do sinal de igualdade na equacao Eq.(1.23) sao
nulas pois 71 e ry sdo raizes da (1.19), logo pela (1.20) é de fato uma solugao da Eq.(1.17)
como queriamos verificar.

Vamos supor agora que queremos encontrar o elemento particular da familia de
solugbes da Eq.(1.20) é de fato uma solucao da (1.17) sujeita as condigoes iniciais (1.15)

fazendo t =ty e y = yo na Eq.(1.20), obtemos
Yo = c1€"10 4 cpel? 0 (1.24)
Analogamente fazendo ¢t =ty ¢ ¥ =y, obtemos na (1.21) temos:
Yy = c1.71"0 + corpe? 0 (1.25)

Resolvendo simutaneamente as Eq.(1.24) e Eq.(1.25) para ¢; e ¢z encontramos:

o i
o = W2 o = YT Yo ot (1.26)

L —T2 r —7T2

Lembrando que 71 — 75 # 0 de modo que Eq.(1.26) sempre fazem sentido. Assim nao
importa que condigoes iniciais sejam dadas, ou seja, independente dos valores de to yo ¥,
nas Eq.(1.15) sempre é possivel determinar ¢; e ¢ca de modo que as condigoes iniciais sejam
satisfeita.Além disso, existe apenas uma possivel escolha de ¢; e ¢; dada pela Eq.(1.26) a

expressao Eq.(1.20) é a solugdo do problema de valor inicial:
ay” +by +cy e ylto) =yo ¥'(to) =g (1.27)

Exemplo: Encontre a solucao do problema de valor inicial:
dy' =8y +3y=0 , y(0)=2 e y(0)=

Notemos que a equagao acima é simplismete a (1.17) , com a = 4, b = —8 e ¢ = 3, portanto

podemos dizer que y(t) = ! é solu¢ao da equacao dada, entao a equagao caracteristica é
4r* —8r+3=0

3 1
Calculado as raizes temos r; = 3 ery = > portanto a solugao geral da equagao diferencial
dada é,

34 1y
Y = C1.e2" + Ccg.€2°

10



Usando as condicoes inicias, obtemos as duas equacgoes seguintes para c; e co:

+ 2 0 + L L

c1+ e = —c1+ =y = =

1+ C2 » a5 =g

. . , 1 5 .
A solucao desse sistema é ¢; = —g Ccy = 3 de modo que a solucao do problema d valor
inicial é:
1 Be 5 1
=——c —.e
Y= 7% 2
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Capitulo 2

Existéncia e Unicidade de Solucoes

2.1 Espacos Métricos

A grosso modo, um espago métrico é um conjunto, de natureza arbitraria, onde é
possivel definir distancia entre seus elementos. Através dessa estrutura se torna palpavel
generalizacoes de conceitos estudados em Analise, como sao o caso dos limites e continui-

dade de funcoes em R.

Definigcao 3. Seja M um conjunto nao vazio. Uma funcdo d : M x M — R ¢é chamada

de métrica em M se gozar das sequintes propriedades:

1. d(z,y) =0 < x =y para todo x,y € M

2. d(x,y) > 0 para todo x,y € M ex #vy

3. d(z,y) = d(y,x) para todo x,y € M (Simetria)

4. d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) para todo x,y e z € M (desigualdade triangular)
Ao par (M,d) chamamos de espa¢o métrico.

Um exemplo de métrica que serd utilizado nesse trabalho é a métrica do supremo.
Fixado um intervalo [a,b] C R e dadas f, g : [a,b] — R func¢bes limitadas, a métrica do

supremo ¢ definida do seguinte modo:

d(f,g) = sup [f(t) —g(t)]

t€la,b]

De fato supondo f, g, h : [a,b] — R fungoes limitadas devemos mostrar que valem os itens

1, 2, 3 e 4 da definicao (3).
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. Suponha que f(t) = ¢g(t) , Vt € [a,b] sendo assim, d(f,g) = sup |f(t) — g(t)| =
t€[a,b]

sup |f(t)—f(t)] = 0. Supondo agora f # g, existe ty € [a, b] tal que |f(to)—g(to)| =
tela,b]

5 = 0 logo d(f,g) = sup |£() — g(H) > |f(t) — glto)] = & > O, provando que
t€la,b]

d(f,g) = 0 implica f = g.

. Como vimos na reciproca acima, caso f(t) # g(t) para algum ¢ € [a,b], d(f,g) =
sup |f(t) —g(t)] >0

t€[a,b]

- Nome que d(f, g) = sup [f(t) —g(t)| = sup |g(t) — f(*)] = d(g, f)

tela,b] t€la,b]

. Para verificar a desigualdade triangular usaremos a desigualdade triangular do valor
absoluto de nimeros reais e uma duas propriedades de supremo que podem serem
vistas em (9). A primeira garante que dados X,Y C R limitados superiormente e
dado Z = X+Y C R segue-se que Z ¢ limitado superiormente. E além disso supZ =
supX + supY. Ja a segunda propriedade de supremo diz que dadas duas funcgoes

limitadas 7, s : [a,b] — R tais que r(¢) < s(t) para todo t € [a, b] entdo sup |r(t)] <
t€[a,b]

sup |s(t)|. Agora mostraremos que a desigualdade triangular é satisfeita. Com

te(a,b)

efeito,

d(f,g) = sup |f(t) — g(1)|

t€la,b]

dai, dada uma func¢ao limitada h : [a,b] — R, somando e subtraindo h(t), temos que

d(f,g) = sup |f(t) = h(t) + h(t) — g(1)|

t€la,b]

< til[lpb]Hf(t) — h(t)] + |h(t) — g(t)]]

= sup |f(t) — h(t)| + sup |h(t) — g(t)]
te[a,b] t€(a,b]

= d(f,h) +d(h,g)

Ou seja, o conjunto das fungoes limitadas no intervalo [a, b] com a métrica do supremo é

um espago métrico.

2.1.1 Sequécias de Cauchy e Espacos Métricos Completos

Defini¢ao 4. Uma sequéncia (x,)nen de pontos de um espago métrico (M,d) é conver-

gente para x € M se:

lim d(z,,z) =0

n—oo

Em outras palavras, dizemos que (z,),en converge para X, € €sCrevermos &, — &
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quando dado € > 0 existe ng € N tal que,
n>ng= d(z,,z) <e

Nestas condigoes, = é dito o limite da sequéncia (z,)nen
Uma sequéncia de Cauchy em um espago métrico (M, d) é definida de maneira

andloga a definicao no contexto da reta.

Defini¢ao 5. Uma sequéncia (x,)nen de pontos de um espago métrico (M, d) € dita uma

sequéncia de Cauchy se, para cada € > 0, existe ng tal que,
d(Tp, ) < €

para todo Ym,n > ng

Uma forma equivalente de mostrar que a sequéncia nas condicoes acima é de

Cauchy é escrever o indice m = n + p e mostrar que para todo p € N:

lim d(zp, zp4p) =0
n—oo

Intuitivamente os termos de uma sequéncia de Cauchy vao se tornar cada vez mais proximo
uns dos outros, a medida que cresce o indice n. Ser Cauchy é uma propriedade intrinseca,
depende apenas dos seus termos, mas nao garante a existéncia do ponto no espaco que
represente essa aproximagao, em contraste com a propriedade de uma sequéncia ser con-

vergente.
Teorema 1. Toda sequéncia convergente é uma sequéncia de Cauchy.

Demonstragao. Seja (x,)neny Uma sequéncia convergente, com x, — . Isto significa que

dado € > 0, podemos encontrar ng € N tal que

n>ny = d(z,,z) <

DO ™

Pela desigualdade triangular para m,n > ng, obtemos:

(T, T) < d(Tm, ) + d(zn, T) < % + % =

portanto (x,),en € uma sequéncia de Cauchy.
L]

Uma pergunta bastante natural é: vale a reciproca do teorema acima? A resposta

¢ nao. Existem sequéncias de Cauchy definidas em espago métrico (M, d) que nao converge
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para um elemento de M. Por exemplo, M = (0,1] é um espago métrico com métrica

induzida de R. Porém a sequéncia x, = — é claramente de Cauchy, mas seu limite
n
0¢ (0,1].

Definigao 6. Uma espago Métrico (M,d) € dito completo se toda sequéncia de Cauchy

converge.

A reta é o exemplo mais natural de espacos métricos completos, porém estuda-
remos outros exemplos que nos auxiliarao na prova da existéncia de solugoes de equagoes

diferenciais ordinarias.

2.1.2 Completude de um Espaco de Funcoes

Nesta secao apresentaremos o espago métrico que nos interessa mais de perto. Um
dos objetivos é permitir o leitor revisar a linguagem topoldgica utilizada na demostracao
do teorema da existéncia e unicidade.

A maneira mais conveniente de ver a solugao
x:I—R"

de uma equacao diferencial é interpretar o caminho x como um ponto de um espaco
métrico: assim teremos nocoes bem definidas, por exemplo , de proximidade entre solugoes
e de convergéncia de solucoes. Além disso , veremos cada solu¢ao como um ponto fixo de
contragoes de espagos métricos bem escolhidos.

Podemos a partir da definicao de convergéncia de sequéncias num espag¢o métrico
M definir a convergéncia de uma sequéncia fungoes com contradominio em M. Em parti-
cular definiremos a convergéncia pontual de uma sequéncia de fungoes f,, : £ — F', onde
E C R¥ e F C R™ da seguinte forma:

Defini¢ao 7. Dizemos que (fn)nen converge simplesmente para f se lim f,(x) = f(x)
n—oo

em R™ para cada v € E.

Em termos mais precisos, para todo x € F, dado € > 0, existe ng € N, dependente
de z, tal que d(f,(x), f(x)) < ¢, para todo n > ny.

Para eliminar a dependéncia pontual da ordem ng, temos em alternativa o con-
ceito de convergéncia uniforme. Um exemplo pode ser obtido no espaco By(F, F') das
funcoes f : £ — F limitadas. Mais precisamente, dados subconjuntos £ C R¥ ¢ F C R™
quaisquer, dotados das respectivas métricas euclidianas induzidas denotamos By(E, F') o
conjunto de todas as aplicagoes f : E — F' que sao limitadas, ou seja, tais que a imagem

f(E) C F da aplicagao é um conjunto limitado em R™.
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No conjunto By(E, F') podemos definir a distancia

d(f,g) == sup | f(z) — g(z)]|

zeE
onde .|| é a norma usual no espaco euclidiano e define uma métrica, ou seja, dados
z,w € R™ podemos definir d(z,w) = ||z — w||. A prova de que d(f, g) é uma distancia em

By(E, F) é andloga ao exemplo da métrica do supremo na reta.
Definigao 8. Dizemos que (f,)nen converge uniformemente para f se lim d(f,, f) =0
n—oo

Observe que lim d(f,, f) = 0 significa que dado qualquer ¢ > 0 existe um N =
n—oo
N(e) independente de z tal que |f,(x) — f(z)| < € para quaisquer n > N e z € E.

Figura 2.1: Interpretagao Geométrica da Convergencia Uniforme

Mostraremos agora a completude do espago By(F, F).

Proposicao 1. Se ' C R™ é um espagco métrico completo entdo, para qualquer £ C RF,

espago métrico Bo(E, F) é completo com a métrica uniforme.

Demonstragao. Seja (fy)neny uma sequéncia de Cauchy em By(FE, F). Para cada x € F
fixado, a sequéncia x, = f,(z) em F também ¢é de Cauchy pois | f,,(x) — frm ()| < d(fon, fin)-
Por F ser completo, existe em y € F talque y = lim f,(z) o que entdo define uma
aplicacao y = f(x) de E em F. Observe que (f,)nen nczgoverge simplesmente a f. O que
queremos ¢ mostrar que essa aplicacdo f é limitada , ou seja, f € Bo(E, F). E que a
sequéncia (fy,)nen converge a f no espago métrico By(FE, F).

Como sempre ocorre com sequéncias de Cauchy, (f,,)nen € uma sequéncia limitada
em By(E, F) de modo que podemos tomar a aplicagao go : £ — F' constante qualquer e

r > 0 tais que d(f,, go) < r para cada n € N.
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Figura 2.2: Sequéncia de fungoes limitadas

Como f, converge pontualmente para f e gg é constante. Dado x € F decorre

|[f(z) = go(2)] =1 lim fu(z) — lim go()]
= | lim (fu(2) = go(2))|
= lim [f,.(2) = go(2)]
< lim d(fn, go) <7

de modo que d(f, go) < r e portanto f € By(E, F).
Finalmente dado ¢ > 0 tomamos N tal que d( fx, f) < § para quaisquer k,n > N.
Fixado z € E e n > N decorre que |fy(z) — fo(x)| < § para cada k > N de modo que

|f(z) = ful@)] = lim [fi(2) = ful2)] < % <e

Assim d(f, f,) < € para cada n > N ou seja lim d(f,, f) =0 O
n—oo

Podemos afirmar entdo que se (f,)nen ¢ uma sequéncia de Cauchy no espago
métrico By(E, F') entao a sequéncia (f,,)nen converge uniformemente.

Dentre outras propriedades a convergéncia uniforme preserva a continuidade do
ponto de vista de espacos de funcgoes isso significa que o subconjunto das aplicagoes

continuas é fechado no das limitadas.
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Proposicao 2. Seja (fn)nen uma sequéncia de aplicagoes f, : E — F continuas que

converge uniformemente para f: E — F. Entao f também € continua.

Demonstragio. Dados © € E e € > 0, tomamos n € N tal que d(f,, f) < 5. A con-
vergéncia uniforme de f,, fornece 0 > 0 tal que | f,,(y) — fn ()| < § para qualquer [y—=z| < 4.

Segue que

[f () = F@ < 1fW) = @)+ [fay) = fal@)] + [falz) — f(z)] <e

para qualquer |y — x| < 4. Assim f é continua no ponto arbitrério . n

Observe que isso nao é valido na convergéncia simples(pontual). Um contra
exemplo cléssico é dado pela sequéncia f(z) = 2*" definidas no intervalo [0, 1]. Claramente
sao continuas e converge para fungdo f(x) = 0 para todo x € [0,1) onde f(1) = 1.
Dados subconjuntos £ C R* e FF C R™, denotamos por Co(E, F) o conjunto de todas

Figura 2.3: Grafico da sequéncia f(x) = z*"

as aplicacoes de £ em F que sdo continuas e limitadas. Por definicdo Cy(FE, F') é um
subespago métrico de By(E, F)) com a métrica do supremo e, pela proposicao anterior é
um subconjunto fechado de By(E, F'). Como subconjuntos fechados de espagos completos

sdo completos segue o seguinte coroldrio da proposi¢ao (1)

Coroléario 1. Se F C R™ ¢ completo entdo, para qualquer E C RF, o espaco métrico

Co(E, F) € completo com a métrica uniforme.

O espaco métrico acima sera utilizado para mostrar a existéncia e unicidade de
solugoes de equagoes diferenciais na secao 2.2, portanto consideraremos ao longo do texto

F completo. Necessitaremos de nogoes de limitacao de sequéncia de funcoes. A saber:

Defini¢ao 9. Uma familia C = {f : X C E — F} de func¢oes € dita simplesmente (ou
pontualmente) limitada se dado x € E existir um nimero real M, > 0 tal que || f(z)|| < M,

para todo f € C.
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Definicao 10. Uma familia C = {f : X C E — F} de fun¢des é dita uniformemente
limitada se ezistir um nimero real M > 0 tal que ||f(z)|| < M para todo x € X e f € C.

Tratando de sequéncias numéricas, temos o teorema de Bolzano-Weierstrass cujo
o enunciado é "toda sequéncia limitada de ntimeros reais possui uma subsequéncia con-
vergente”, podemos analisar essa citagao para sequéncia de funcgoes continuas e uniforme-
mente limitada. Ou seja, tal sequéncia possui uma subsequéncia que converge uniforme-
mente? A resposta a esse questionamento é negativa sendo assim sera necessario atribuir
outra hipdtese a situagao colocada.

Exemplo: Seja f,,(x) = 2™ (1—2"), uma sequéncia de fungoes definidas no intervalo
[0, 1], continuas e uniformemente limitada, isto é, 0 < f,(x) < i para todo n € N e todo
x no intervalo [0, 1].

Se existisse uma subsequéncia, ela deveria tender uniformemente para zero,o que
nao ocorre, pois em toda f, algum ponto do intervalo [0, 1] assume o valor }l fazendo com
que a convergéncia nao seja uniforme. Sendo assim é necessario atribuir outra hipdtese

para situacao considerada: a equicontinuidade.

Definigao 11. Seja (f,)nen uma sequéncia de fungoes f, : E — F. Dizemos que a

sequéncia € equicontinua em xog € E seVe > 0,30 >0 Vn €N

[l = 2ol <0 = [[fn(x) = fulzo)|| <€

Defini¢ao 12. Dizemos que (fn)nen € equicontinua, se é equicontinua em todos os pontos
rekb.

Se a sequéncia é equicontinua e F é compacto entao Ve > 0, 30 > 0 , tal que
Veoe FeneN
|2 = zol| <0 = || fu(z) — fulzo)|| <€

Outra observacao importante é que se (f,)nen uma familia equicontinua tal que f,, con-
verge pontualmente para f, entao {f, f1, f2, .-, fu, ...} é também equicontinua.
€

De fato, pela convergéncia pontual sabemos que Vr,zo € E , dado § > 0,

Snyimg, € N tais que £, (1) — F(@)] < & e |fu, (20) = f(20)] < & seja entdo ng =

max{ng,n,}. Como a familia é equicontinua entao existe § > 0 tal que ||z — x| < ¢

implica || fn, () — fao(20)|| < §. Dai,

1 () = Flo)ll < (1S (2) = o (@)1 + ([ frg () = Srg (o) | + || g (20) = f (0]

<
€ € € __
Sg—f‘g—i—g—e

Proposicao 3. Seja uma sequéncia equicontinua de fungoes f, : E — F que converge
simplesmente num subconjunto denso D C E, entao (f,)nen converge uniformemente em

cada parte compacta K C F.
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Demonstracao. Dado € > 0, mostraremos que existe ng € N tal que m,n > ny =
|| fm(x) — fu(x)|] < € para todo x € K, Com efeito, para todo d € D existe ng € N tal que
m,n > ng = ||fim(d) — fu(d)|| < §. Alem disso para todo y € K existe um intervalo J,,
de centro em y tal que z,y € X NJ, = ||fu(y) — fu(¥)|| < § , qualquer que seja n € N,

como K é compacto, da cobertura K C U Jy podemos extrair uma subcobertura finita

Y
K C J1 U JU,...,UJ, Sendo D denso em E, em cada um dos intervalos J;, podemos
escolher d; € J; N D. Seja ng = max{ng,,...,nag,}.

Entao se m,n > ng e x € K deve existir i tal que x € J;. Logo

(@) = Fal@)] < ([ fn(@) = Fn(d)I] + [ fn(di) = Fuldi) | + || fn(di) = Ful(2)]]

Portanto m,n > ng e x € k = || fin(x) — fu(2)|] < €, Assim f,, converge uniformemente
em K. O

Corolario 2. Sejam E C R™ compacto e f, : E — F uma sequéncia equicontinua de
fungées que converge pontualmente para f. Entao (fn)nen converge uniformemente para
f.

Teorema 2 (Arzela-Ascoli). Seja E C R™ compacto. Toda sequéncia de fungoes f, :
E — R™, equicontinua e pontualmente limitada possui uma subsequéncia uniformemente

convergente.

Demonstracao. Seja K = {ky, ks, ..., ky, ...} um subconjunto enumerével denso de £ C R™.

)| -
— filk) e
ACA] E—— 5
— 5K T——
f3
k) | ~ ot
- ”77771;@T‘ \;\77771/

Figura 2.4: Familia de Fungoes

Consideremos a sequéncia numérica (f,,(k1))nen. Como a sequéncia { f,}nen €
pontualmente limitada, pelo o teorema de Bolsano-Weierstrass, podemos dizer que existe

uma subsequéncia (fi,)nen de {fn }nen tal que a sequéncia numérica

(Su1(k1), frz(Ba), - fin(Ra) o)
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é convergente. De modo andlogo, obtemos uma subsequéncia { fao,, }nene de { fin fnew, ou

seja N” C N, tal que a sequencia numérica

(f21(/€2),f22(k2), t 7f2n(k2)7 o )

é convergente.
Prosseguindo o processo indefinidamente obtemos um conjunto enumeravel de
subsequeéncias (fjn)nen, j = 1,2,3, ... da sequéncia original (f,) tais que, (fi,) C (fn) e

(fin) C (fi=1.n), para j > 1, e as sequéncia numéricas

fll(/ﬁ), f12<k}1), ,fln(kl)’...
f21(/€2>, f22(k2)7 7f2n(]{;2)7...

fnl(kn)7 fnZ(kn)7 afnn(kn)a (2-1)

(2.2)

sao convergentes, onde a sequéncia na j-ésima linha converge nos pontos ki, ko, ..., k;, ja
que a sequéncia (fj,) é uma subsequéncia de todas as anteriores, fin, fon, -, fi—1n que
convergem, respectivamente, nos pontos ki, kg, ..., k;j_1.

Consideremos agora a sequéncia diagonal (g,) = (fun). Observe que, paran > j,
(fan) é uma subsequéncia de (f;,) e portanto converge em ky, ko, ..., ky,, isso implica que
(fnn) converge para todos os elementos de K.

Devemos mostrar que a subsequéncia ( f,,) converge uniformemente em E. Para
isso usando a equicontinuidade de (f,,) e em particular a continuidade uniforme de (f,,),
dado € > 0 existe um ntmero ¢ > 0 tal que
€

)

| frn () = fan(zo)| < 3

se ||z —xl| <0 para todo n. (2.3)

Agora pela densidade de K temos para cada x € E' e § > 0, existe k; € K tal que
kj € (x — 0,24 0) ou seja ||z — k;|| <.

Portanto, para cada x € E podemos fazer (2.3) zo = k; tal que
€
|z — x|l <6 = || fan(z) — frn(k;)] < 3 para todo n. (2.4)

Notemos também que como a sequéncia ( f,,(k;)) é convergente, entao existe ng € N, tal
que

| fan(T) = frm(z0)| < % sempre que n,m > ng (2.5)
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Assim usando a equicontinuidade e as relagoes (2.4) e (2.5) temos:

| frn (@) = fam (@) < | fan(@) = fan(B)] + | fan(ky) = Fam(Bi] + [ frm (Kj) — fom(2)]
€ € €
< §+§+§:€ converge Vr € X e n,m >ng
(2.6)
Logo a sequéncia (f,,) é de Cauchy e portanto converge uniformemente em K. O]

Um importante teorema para prova da existéncia e unicidade de solugoes de
equacoes diferenciais ordinarias é o teorema do ponto fixo de Banach que tem como
hipdtese principal a contracao de fungoes em espagos métricos, onde as imagens se apro-

ximam a cada interacao, mas precisamente:

Defini¢ao 13. Seja (M,d) um espago métrico. Uma fun¢ao f: M — M é chamada de

contragao sobre M se existir um numero real 0 < ¢ < 1 tal que:

d(f(x), f(y)) < cd(z,y)

para todo x,y € M.

Vamos agora enunciar e demonstrar o teorema do ponto fixo de Banach. Um dos
motivos de sua imensa importancia é que ele fornece um processo interativo para a busca

de solucoes para equacoes nao lineares.

Teorema 3 (O Teorema do Ponto fixo de Banach). Considere (M,d) um espa¢o métrico

completo e uma contracao f: M — M. Entdo f possui um tunico ponto fizo.

Demonstragao. Considere xy € M e a sequéncia (z,,) em M que por definigdo é: z, 41 =

f(z,), para todo n € N. Observemos que

d(x1,29) = d(f(zo), f(x1)) < cd(xg, x1) = d(x1,22) < cd(xg, 1)

d(xy,73) = d(f(21), f(22)) < cd(z1,29) < Pd(T0, 71) = d(T9,73) < Pd(70,71)
Continuando o processo e usando o argumento indutivo sobre n chegamos que
d(xn7 xn—&—l) S Cnd<x0a xl)

para todo n € N. Como M é um espaco métrico completo, nosso interesse é mostrar

que (Z,)neny € uma sequéncia de Cauchy. Para tal, utilizando a desigualdade triangular,
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temos:

d([En, xn—f—p) S d(xm xn—f—l) + d({L‘n+17 $n+2) + ...+ d<mn+p—1a xn—&-p) (27)

como
d(xp, Tpy1) < d(xg, 1)
A(Tpi1, Tnio) < (20, 1)
A(Tpsp-1, Tntp) < P Nd(20, 21)
segue entao de (2.7)
A(Tp, Tprp) < (" 4+ T+ TN (20, 7).

Observe agora que como 0 < ¢ < 1 temos

1—c c"
A4 et = <
1—c l—c¢
logo chegamos ao seguinte resultado:
C’Vl
d(Tp, Tpip) < . C.d(xo,xl)

para todo p € N. Passando o limite quando n — oo nessa desigualdade :

CTL

lim d(z,, Tpep) < lim (1C .d(:z:o,xl)) = d(zg,x1). lim

n—00 n—o0 n—oo | — ¢

como 0 < c < 1, ¢ — 0 e vale o seguinte:

Cn
li =0
noo 1 — ¢

ou seja,

lim d(zp, zp4p) =0
n—oo

Assim concluimos que (z,,) ¢ de fato uma sequéncia de Cauchy em M.
Levando em consideracao o fato de (M, d) ser um espago métrico completo entdao ()
converge em M. Seja entao

lim z, = a
n—oo

Em consequéncia disso tomando o limite da equagao x,1 = f(z,)

lim z,.1 = lim f(x,)
n—oo n—oo
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e usando o fato que aplicacao f é continua podemos escrever,

Jim f(w) = 7 (Jim ) = flo

E chegamos a igualdade f(a) = a provando a existéncia do ponto fixo. Passamos agora a

unicidade. Para tal, sejam a,b € M dois pontos fixos de f, assim temos

d(a,b) = d(f(a), f(b)) < cd(a,b)

isso leva a igualdade (1 — ¢)d(a,b) < 0 como ¢ < 1 temos que 1 — ¢ > 0 donde concluimos
d(a,b) <0, como d(a,b) é um nimero real nao negativo, concluimos que d(a,b) = 0, isso

ocorre se, e somente se, a = b. O

Corolario 3. Seja f : M — M uma aplicagao de um espago métrico completo nele mesmo
e suponha que exista uma iterada de f que € uma contracdo. Entdo exite um unico ponto
fixo atrator de f, ou seja, um unico ponto a € M tal que

g, M) =a

para qualquer x € M

Demonstracdo. Suponhamos que a iterada f* seja uma contracao do espaco métrico
(M,d), para alguma inteiro k& > 1 fixado e seja a o unico ponto fixo dado pelo teorema

(3) acima; para simplificar, escrevemos
_ sk
g=1/

Assim, temos g(a) =a e

lim g™(y) = a

m—o0
para cada y € M, ja que a é ponto fixo atrator de g. O que queremos mostrar é que a é
ponto fixo atrator de f, ou seja, f(a) = a e que

lim f*(z) =a

n—oo
para qualquer ponto x € M. De fato, se b € M é um ponto fixo de f entao b claramente
também ¢é ponto fixo da iterada g; como essa iterada possui um unico ponto fixo, decorre

que f possui no maximo um ponto fixo. Reciprocamente, o ponto fixo a = g(a) da iterada

g também é ponto fixo de f, pois
9(f(@)) = f*(f(a)) = [ (a) = f(f*(a)) = f(g(a)) = f(a)
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Isso prova que f(a) é um ponto fixo de ¢ ; como ¢ tem um tnico ponto fixo a

saber a, resulta que a é o tnico ponto fixo de f, ou seja,

f(@) =a.

Resta mostrar que a é um ponto atrator de f. Para n € N, podemos sempre
escrever n = mk +r, onde 0 < r < k é o resto da divisao de n por k; em particular para
todo x € M,

frz) = fmr (@) = (F)"(f (@) = g™ (f(x))

Portanto, supondo 0 < n < 1 a constante de contragao de g, temos que

dal quando n — oo temos que m — oo e n™ — 0. Portanto, d(f"(z),a) — 0, j& que
existe o méaximo {d(f"(z),a)}. Ou seja,

lim f"(z) =a

n—oo
O

O teorema (3) e seu corolério sdo, muitas vezes, aplicados a contragoes em espagos
métricos compactos e completos. Entretanto o corolario sera utilizado para provar a

existéncia e unicidade de solucoes de equacoes diferenciais ordindria.

2.2 Existéncia e Unicidade De Solucoes De EDQO’s

Nesta secao vamos traduzir para o contexto de pontos fixos de contragoes de
espagos métricos completos o teorema da existéncia e unicidade de solugoes de equagoes

diferenciais ordindarias, ou seja, nesta secao estudaremos o problema de valor inicial:

v = f(tv l‘) ) x(tO) = o (28)

de uma EDO, em R" definida pela aplicagao f : U — R™ que satisfaz algumas proprie-
dades de regularidade num aberto U C R x R”. Lembrando que uma solucao da equagao
¥’ = f(t,x) em U é um caminho x : I — R"™ que ¢ derivdvel no intervalo I C R cujo
grafico esta inteiramente contido em U e cuja velocidade é determinado pela funcao f, ou
seja, tal que:

(t,x(t) e U e 2'(t) = f(t,x(t))

para cada t € I. Uma solugao de (2.8) pode ser interpretada como na figura 2.5.
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Figura 2.5: Uma solugao de 2/ = f(t,z) em U

Considerando entao

z(to) =0 e 2'(t) = f(t, (1)) (2.9)

integrando ambos os membros da igualdade anterior, chegamos ao seguinte resultado:

/t: 2'(s)ds = /t:f(s,x(s))ds.

Pelo Teorema Fundamental do Célculo obtemos:
¢
o) = alte) = [ fls.a(s))ds
to
mas x(ty) = zo chegando ao seguinte:
¢
x(t) = xg +/ f(s,z(s))ds (2.10)
to

Em vista disso, as solugoes de (2.8) sdo denominadas muitas vezes de curvas integrais da

equacao. Reciprocamente derivando a equacgao anterior obtemos:
d t
o0 =5 [ Fns)ds = 6) = f(t,2(0)
to
esex: I — R™éum caminho continuo que satisfaz (2.10), entao necessariamente:
to
z(to) = xo +/ f(s,x(s))ds = xg + 0 = xg
to
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Portanto (2.10) e (2.9) sdo equivalentes. Agora, dado qualquer caminho continuo x : [ —

R™ definimos,

L(x —:mﬁ—/fsx (2.11)

para cada t € I. Pelo que foi mostrado £(x) : I — R" é um caminho derivavel e mais x

é o ponto fixo de L, ou seja,
r = L(x)

se, e somente se, x(t) = L(z)(t) para cada t € I.

Trabalhando com a equacao (2.8), a garantia tedrica para a convergéncia do método é
dada pelo teorema (3) que , antes de mais nada, exige um espago métrico completo o qual
¢ dado pela defini¢ao (6). Ora, o espago F = C(I,R") dos caminhos continuos de I em

R™ é completo na métrica
d(p,v) = sup [|u(t) — v(t)]

zeE
sempre que I for um intervalo compacto. Supondo entao, que I é um intervalo compacto
temos que , £ : F — F é uma aplicacao bem definida do espago métrico F, nele mesmo.
Provaremos que existe uma iterada de £ que é uma contracao e para tal provaremos o

seguinte lema:

Lema 1. Se k > 0 € uma constante de Lipschitz de f(t,x) em relagao a sequnda varidvel

entao .
m

m m k m
I£7(p)(2) = L") (O] < [t = to]"d(p, v) (2.12)
para quaisquer v € F m>0et e .

Demonstracao. A afirmacao do lema é evidente para m = 0 pela métrica do supremo.
Dadas pu(t) , v(t) em F, a defini¢ao (2.11)

amm—£@w>=(m+éﬁ@w@m9—(m+4}@W@mﬁ

=[ﬂmm%¢@wm@
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e portanto, para cada t € [

I1£() () = L) D] =||/t (s, p(s)) — f(s,v(s)) ds]|

< / 1 (5 1(5)) — F (s, v(5)]] ds

/t () — v(s)]) ds

t
< kd(u, ) / ds < Kd(u, v) |t — to] (2.13)

to

<k

onde k£ > 0 é uma contante de Lipschitz . Isso prova o lema para m = 1. Aplicando (2.13)

a L(v) e L(u) no lugar de v e pu , obtemos

1£2(u)(t) = L2() (@) — LIL@) @)l

/ (o <u><s>||\ ds
/to |s — to|ds

1
= K*d(p, V)5t = tol?

= [I1£(£
<K

< K*d(p,v)

Assumindo a hipétese da inducao vélida para um certo m € N temos:

L7 ) (@) = L™ @) O] = ILL™ ()(1) = LIL™ @) @]
(s, £ (1)(5)) = (s, L7 () (s)) ds

< / BIL™ () (s) — £7(v)(s)]| ds

to

tkm

<k / — s — to|"d(p, v) ds
tO m.

< b ()

O

Aqui nos restringimos a condi¢ao de Lipschitz na variavel espacial. Para fixar
a terminologia, dizemos que uma aplicacao f : U — R"™¢ uma Lipschitziana na variavel
espacial em U C R"*! ou, simplismente lipschitiziana em U C R"*!, se existir & > 0 tal

que
|f(t,2) — f(t,y)] < klz —y|
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para quaiquer dois pontos (¢, ), (t,y) € U de mesma coordenada t. Neste caso, dizemos

que k é uma constante de Lipschitz e que f(¢,x) satisfaz a condigdo de Lipschitz.
Teorema 4. Seja f : U — R" uma aplicagio continua no aberto U C R, se f €
lipschitiziana em [a,b] x R™ entao, para quaisquer ty € |a,b] e xg € R™, existe uma unica
solugdo de problema de valor inicial (2.8) definida no intervalo |a, b

Demonstra¢ao. Tomando I = [a,b] el = b—a. Como o crescimento fatorial é muito maior
do que o exponencial, ou observado que ) #(kl)m = " de modo que a série converge

e, consequentemente, seu termo geral tende a zero), temos que podemos escolher um

m = m(k,[) tal que para cada t € [

E™ k)™
—,|t—t0|m§%:77<1
m! m!

onde k é uma constante de Lipschitz de f. Pelo lema (1), resulta

d(L™ (), £7(v)) = sup [|[L™ (u)(t) = L)) < nd(p, v)

tel

ou seja, existe m tal que £™ é uma contragao de F = C'(I,R™) pelo coroléario do teorema
(3) segue que L possui um unico ponto fixo z € F, e pelo observado acima resolve o

problema de valor inicial (2.8). O

Uma aplicagao da existéncia e unicidade pode ser dada no caso linear. Seja M (n)

o espaco das matrizes reais n X n, temos:
Teorema 5. Se A: I — M(n) eb: I — R" sdo cominhos continuos no intervalo I C R,
entao quaisquer tg € I e xg € R™, a equagao diferencial ordindria linear

= Atz +b(t), x(ty) = xo

tem uma unica solucao definida em todo intervalo I.
Demonstrac¢ao. Para demostrar, seja [a,b] C [ um intervalo compacto qualquer. A

aplicacao f(t,z) = A(t)x + b(t) é continua na faixa I x R", de modo que

17t 2) = Fty)l = A0 (2 = )| < Kz = y]]
onde
K = sup{||A(t)|];a <t < b} < 0

é cortesia da compacidade de [a, b] pela continuidade de A(t).
Existe uma tnica solu¢ao em [a, b] da equagao 2’ = A(t)x + b(t), x(to) = wo,

para cada condigao inicial z(ty) = zo com ty € [a, b].
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ab

Figura 2.6: Faixa vertical I x R"

Supondo I um intervalo qualquer, fixando ty € [ e g € R™ quaisquer tomamos
uma sequencia crescente de intervalos compactos [a,, by,] tais que a,, < to < b, e I =
Ul@m, bp]. Para cada m € N, tomamos a tinica solugao x,,(t) em [a,, by,], tal que z,,(ty) =
xg. Definindo z(t) = x,,(t) para t € [a,, by] 0 caminho x(t) resulta bem definido em todo

intervalo I por unicidade, sendo a solucao procudada. O

Teorema 6 (Picard-Lindelof). Seja f : U — R"™ wuma aplicagdio continua no aberto
U C R"™ (tg,z9) € U um ponto e a > 0, b > 0 tais que Ry = I, x B, C U. Se
f(t,z) € lipschitziana no retangulo R,y entao existe uma unica solu¢do do problema de
valor inicial (2.8) definida no intervalo fechado [ty — a,to + a] onde a > 0 € dado por

a=min{a, L}, com M >0 uma cota superior qualquer de || f(t,z)|| no retngulo Rep.

Demonstracao. Passamos a supor que f : U — R™ é uma aplicacao continua num aberto
U C R™" qualquer que, ndo necessariamente, contém toda uma faixa vertical infinita.

Dado um ponto qualquer (ty,zg) € U, escolhemos constantes a,b > 0 tais que:

Ruy=1I,x B, CU (2.14)

onde I, = [to — a,tg +a] CR e B, = B(xg,b) C R" sao bolas fechadas centradas em ¢ e
xo de raios a e b em R e R", respectivamente.

Para garantir que o grafico de uma solugao esteja contido no retangulo R,;, C U,
passamos a considerar o espaco F = C(1,, By) dos caminhos continuos de I, em B, C R"

que, pelo corolario (1) ainda é completo na métrica uniforme. Para cada caminho continuo
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Figura 2.7: Retagulo R,, no R?

x : I, — B, continuamos usando (2.11) para definir £(z) : I, — R", sé que agora nao
necessariamente temos £(z) € F para cada x € F ou seja L : F — F agora nao é mais
uma aplicagao bem definida do espago métrico completo F nele mesmo. Para consertar

isso, escolhemos qualquer M > 0 tal que
It z)|| < M

para cada (t,z) € R,p, obtenivel pela continuidade da aplicacdo f no compacto Rgp.

Dado um caminho p € F temos, portanto,

£6(0) — ] = oo+ /t:f(s,u(S))dS—xo /t:f(&u(S))ds

/t:l\f(s,ﬂ(S))\Hds /t:Mds

e decorre que L(u)(t) € By 86 esta garantindo para t € I, se M|t —to| < b. Em vista

< < = M|t — to|

disso, definimos

a = min {a, %} (2.15)

Observe que « s6 depende de a e b, que sé depende da posicao relativa de (tg, zo) em U,

e de M, que s6 depende de a,b e de f. Agora definimos

Ia: [tO—Oé,t0+Oé] Qfa
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e finalmente consideramos o espago F = C(l,, B,) dos caminhos continuos de I, em
B, € R™ o qual, pelo coroldrio (1), ainda é completo na métrica uniforme. Para cada
caminho z : I, — By continuamos usando usando (2.11) para definir £(z) : I, — R™. Pelo
que vimos acima, agora temos L(x) € F para cada x € F ou seja L : F — F novamente
¢ uma aplicacdo bem definida, sé que agora do espago métrico completo F = C(1,, By)
nele mesmo.

Se existir uma constante de Lipschitz para f em [, x B, obtemos a mesma majoragao
(2.12) e consequentemente existe m € N tal que £™ é uma contracao do espago métrico
completo F, de modo que £ tem um unico ponto fixo em F o que resolve o problema de

valor inicial (2.8) também nesse caso. [

Lema 2. Dado 0 < € < § existe um caminho continuo x. : 1(6) — R"™ tal que, para

quaisquer t,u € I(J) valem
[ze(t) —ze(w)|| < M|t —ul e [[z(t) =zl <b (2.16)
e para qualquer to <t <ty + «, vale

z(t) = xo + /t f(s,xze(s—¢€))ds (2.17)

Demonstracao. Definimos z.(t) = xg para tg — d <t < tg
t t
z(t) = xo + / f(s,x0)ds = xo + / f(s,z(s —¢€))ds
to to

para tg <t <ty + a; onde oy = min{a,€}. E imediato ver que as desigualdades (2.16)

sao trivialmente satisfeita para to — 0 <t , u <tge que paraty <t , u < ty+ oy, temos

< M|t — ul

[l ze(t) — we(u)]| =

/t:f(s,fve(s — o) ds

|xe(t) — x| = <Mt —to] < Moy < Ma<b

/ F(s, (s — ) ds

de modo que resta observar que , em particular , para u < ty <t temos

[ze(t) = ze(u)|| = l[ze(t) — 2ol < M|t — 1o

para concluir que a desigualdade (2.16) valem para quaisquer to — 6 <t, u <ty + o
Por defini¢ao vale(2.17) e também ¢é imediato constatar que z. é um caminho continuo

emlty — 0,tp — ] . Se ay = « terminamos a prova; se a; < « tomamos as = min{a, 2¢}
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e definimos

z(t) = xo + /t f(s,xze(s—¢€))ds

parat € [to+aq,to+ as]. Assim estendemos x. a um caminho continuo que, como
antes (2.16), agora para quaisquer to—0 < t, u < to+ g e (2.17) vale tg < t < to+ . Se
ay < a tomamos a3 = min{a, 3e} e continuamos a estender x, até obter ( em no méximo
n < %+ 1 passos), um caminho continuo . : [ty — 6, + a] — R" que satisfaz (2.16) em

seu dominio e (2.17) vale em [tg, ¢y + ] O

Utilizando o teorema (2) de Ascoli obtemos a existéncia de solugoes para equagoes

continuas.

Teorema 7. Sejam f : U — R"™ uma aplicag¢io continua no aberto U C R" (ty, z9) € U
um ponto e a >0, b > 0 tais que (2.14). Entao existe uma solugdo do problema de valor
inicial (2.8) definida no intervalo fechado [ty — o, to + ] onde o > 0 € dado por (2.15),

com M > 0 um cota superior qualquer de |f(t,x)| no retingulo Ry y.

Demonstracao. Nas hipoteses do teorema, fixado 6 > 0 e paran € N, tomamos o caminho
Tp = T, fornecido pelo lema (2) para e, = +. Por (2.16), sequéncia {z,} em C(I(6), Ra,)
assim obtida satisfaz as duas hipdteses do teorema (2) , que entdo garante a existéncia
de um caminho continuo z : 1(6) — R"™ que é limite uniforme de uma subsequéncia , se
necessario de {x,}. Da convergéncia uniforme de z,(s) — x(s) em I(d) e da continuidade
uniforme de f no compacto R, decorre a convergéncia uniforme de f(s,z,(s — 1)) —
f(s,2z(s)) em [to,to + a]. Fixado tg <t < ¢y + « , isso nos permite tomar o limite com
n — oo de ambos lados de (2.17)

a(t) = x0+/t (5,20 (s — %))ds

para obter
t
z(t) = xo —|—/ f(s,z(s)ds
to
o que significa , como sabemos que x(t) é uma solucao de 2’ = (¢, x), z(ty) = xg O
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Capitulo 3
Aplicacoes A Biossistema

Com o objetivo de exemplificar a importancia das equacoes diferenciais ordinarias,
iremos aqui explorar algumas aplicagoes na analise de dinamicas populacionais e monito-
ramento de ecossistemas.

Embora as equagoes discutidas aqui sejam extremamente simples, se comparada
as relacoes bastantes complexas existentes na natureza, anda é possivel compreender algu-
mas coisas sobre os principios ecoldgicos pelo estudo desses modelos. Mais precisamente
exibiremos o modelo matematico envolvendo duas especies em competicao, o modelo

presa-predador e o modelo de decomposicao da serrapilheira.

3.1 Espécies em Competicao

Suponha que, num ambiente fechado, existem duas espécies semelhantes compe-
tindo por um suprimento limitado de comida - por exemplo duas espécies de peixe em
um lago, nenhuma sendo presa da outra, mas ambas competindo pela comida disponivel.
Vamos denotar por = e y as populacoes das duas espécies num instante ¢.

Supondo que cada espécie na auséncia da outra, seja governada pela equacao

logistica:
dx
a = .T(El - 0'156) (31)
d
d_i = y(e2 — o2y) (32)

Onde €; e €5 sao as taxas de crescimento da populagao 1 e 2, respectivamente, e ;—11 e ;—22
sao seus niveis de saturacao. No entanto, quando ambas as populacoes estao presentes
cada uma ird afetar o suprimento da comida disponivel para outra. De fato, elas reduzem
as taxas de crescimento e os niveis de saturagao uma da outra.

A expressao mais simples para reduzir a taxa de crescimento da espécie x devido

a presenga da espécie y é substituir o fator de crescimento €; — o2 na equagao (3.1) por
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(6 — 012 — ayy) onde o é uma medida do grau de interferéncia da espécie y sobre a
espécie x. Analogamente substituimos (es — o9y) por (es — 02y — (o) na equagao (3.2).

Obtemos entao o sistema de equagoes:

dx

% = x(el — 01T — Oély) (33)
d
d—? = y(€ey — o9y — ) (3.4)

Os valores das constantes positivas €1, 01,1 € €, 09, an dependem das espécies em con-
sideracao e tem que ser determinados, em geral, através de observacoes. Estamos inte-
ressados em obter as solucoes de equilibrio das especies, ou seja, os pontos criticos das
equagoes (3.3) e (3.4):

x(ep—ox—ay) =0 e yleg — ooy — aex) =0 (3.5)

Observe que se x = 0 na primeira equacao acima, entao os valores y que anulam a
€

segunda sao obtidos pela solugao da equacdo y(es — o9y) = 0, que implicay =0 ey = =,
o

€ € €
Analogamente, y = 0, implica z = 0 e x = L. Ou seja, (0,0), (0, —2) e (—1,0) sao
01 02 01
pontos criticos.
Se x e y nao sao nulos entao existem 4 casos a considerar, dependendo da ori-

entacao relativa das retas:
(ep —oxr—ay) =0 e (63— 03y —asx) =0 (3.6)

como mostra a figura 3.1. Essas retas sao chamadas, respectivamente, de retas de cresci-
mento nulo de x e ¥y j4 que 2’ se anula na primeira e ¥’ na segunda. Em cada parte da
figura 3.1 a reta de crescimento nulo de = é a reta sélida e a de y é a tracejada. Obser-
vemos que teremos mais um ponto critico nos casos ¢ e d da figura 3.1. Nos casos a e b,
teremos apenas trés pontos criticos onde uma ou ambas especies se extinguiram.
Denotando (zg, yo) qualquer ponto critico em qualquer um dos 4 casos. O sistema
3.3 ¢é localmente linear em uma vizinhanca desse ponto, ja que a expressao a direita do
sinal de igualdade em cada equacao diferencial é um polinémio de grau 2 e em particular
de classe C?, ver BOYCE(2006). Aplicaremos entao a mudanca de varidvel u = x — g e
v =Y — Yo, para estudar o sistema formado pelas equacoes 3.3 e 3.4 em uma vizinhanca

desse ponto critico;

i u _ €1 — 20’11’0 — (1Yo — QX u (3 7)
dt \v —alo €2 — 202Y0 — Qag v .
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Figura 3.1: Os diversos casos para o sistema da espécie em competicao (3.3). A reta de
crescimento nulo de x ¢é a reta solida e a de y ¢é a reta tracejada

Vamos usar agora equacao 3.7 para determinar as condigoes sob as quais o modelo descrito
na equacoes 3.3 e 3.4 permite a coexisténcia das duas espécies x e y. Dos quatro casos
possiveis na figura 3.1 a coexisténcia s6 é possivel nos casos (c) e (d). Nesse casos os valores

nao nulos de x( e gy sao obtidos resolvendo-se as equacoes algébricas 3.6 e o resultado é:

€109 — €20 €201 — €109
To = . Y= — (3.8)
0109 — (102 0109 — (1 (g

Além disso, como € — o129 — a1yg = 0 e €5 — g9y — asrg = 0 a equacao 3.7 reduz
imediatamente a:
d {u —01Ty —Q1Zg U
— = (3.9)
dt \v —Q2Yo —02Yo v
—01Xyg —Q1xp

—Q2Yo —02Y0
como o autovetor sabemos que r anula o polinomio caracteristico de A,

Os autovetores de 3.9 sao encontrados fazendo A = e admitindo r

pa(r) =det(rl — A) =0
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isto é

1 0 —01Xy —Q1Zg
T. — =0
01 —Qlo  —O02Yo

onde chegamos no seguinte determinante;

4+ 0129 Q1T —0
Q2Yo T+ 02Yo '
Fazendo o calculo acima obtemos
r?+ (o120 + 02yo)T + (0109 — 1) xoyo = 0 (3.10)

Logo r assume os valores ry e ry

— (o120 + 02y0) £ \/(01950 + 02y0)? — 4(0102 — 1) oY
2

(3.11)

e =

Se 0109 — ajas < 0 entdo o radicando na equagao 3.11 é positivo e maior do que (o2 +
o230)? logo os autovalores sdo reais e de sinais opostos. Em consequéncia, o ponto critico
(x0,%0) € um ponto de sela instavel e a coexisténcia nao é possivel.

Por outro lado, se o109 — ajas > 0, entao o radicando na equacao 3.11 é menor
do que (o119 + 09y0)?. Dali, os autovalores podem ser reais negativos e distintos ou
complexos conjugados com parte real negativa. Uma andlise direta do radicando na
equacao 3.11 mostra que os autovalores nao sao complexos. Portanto os pontos criticos é
um no assintoticamente estavel e uma coexisténcia sustentavel é possivel.

Vamos relacionar esse resultado com as figuras 3.1c, 3.1d. Na Figura 3.1c, temos:

€1 €9 €2 €1

e

(3.12)
(o] (o) ()] g1

Essas desigualdades, acopladas com a condicao de que z( e yo dados pela equacao 3.8 sao
positivos e nos leva as desigualdades o109 < ajan. Logo, nesse caso o ponto critico é um

ponto de sela. Por outro lado, na figura 3.1d

€1 €9 €2 €1

e
01 02 02 01

(3.13)

A condicao xge 1o sao positivo nos leva, agora a , o109 > aqas. Portanto o ponto
critico é assintoticamente estavel. Para esse caso podemos mostrar também que os outros
pontos criticos sao (0,0) , (££,0) e (0,2) sao instdveis. O estudo mais detalhado da
analise qualitativa destas solucoes fogem ao escopo deste trabalho e pode ser visto em

BOYCE(2006).
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3.2 Predador - Presa

Nesta seccio, investigaremos a situagdo em que uma das espécies (predador) se
alimenta da outra (presa), enquanto a presa se alimenta de outro tipo de comida. Vamos
denotar, por x e y as populacoes, respectivamente, da presa e do predador num instante

t. Ao construir a interacao de duas espécies fazemos as seguintes hipoteses:

1. Na auséncia do predador, a populacao das presas aumentam a uma taxa proporcional

a populagao atual. Assim fl—f =az, a > 0 quando y = 0.
2. Na ausencia da presa, o predador é extinto assim ‘fj—@; = —cy com ¢ > (0 quando z = 0.

3. O numero de encontros entre predador e presa é proporcional ao produto das duas
populacoes. Cada um desses encontros tende a promover o crescimento da populagao

de predadores e inibir o crescimento da populacao de presas.

Assim, a taxa de crescimento da populagao de predadores é aumentada por um
termo da forma ~vyxy enquanto a taxa de crescimento para a populagao de presas é di-
minuida por um termo da forma —axy e y e o sd@o constantes positivas. Em consequéncias

dessas hipdteses, somos levados as seguintes equacoes:

dr o )
o = ar —axy =z(a—ay
(3.14)
dy
=Y +yzy = y(—c + za)

Como dito, as constantes a,c, a e y sao todas positiva; a e ¢ sao as taxas de crescimento da
populacao de presas e de morte da populacao de predadores, respectivamente, e o e v sao
medidas do efeito da interagao entre as duas espécies. As equagoes 3.14 sao chamadas de
equagoes de Lotka-Volterra e embora essas equagoes sejam bem simples elas caracterizam
uma ampla gama de problemas na natureza.

Nosso objetivo é determinar as solugoes (trajetorias) do sistema 3.14 para valores
iniciais positivos arbitrarios de = e y.

Considere os pontos criticos que é a solucao de z(a — ay) =0 e y(—c+yzx) = 0.

c ay , fy . . . .
Temos que <—, —) é um ponto citico. A matriz jacobiana associada é dada por:

e’
g a— oy —ox
YY —Cc+yx
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c a
Calculando, J em (—, —>, obtemos o sistema linear aproximado:

7«
d (u 0 —— u
SO-(4 )0 -

c a .
onde u =z — — e v =y — —. Desse modo os autovalores sao:
Q@

r = +iv/ac

de modo que o ponto critico é um centro (estavel) para o sistema linear. Para encontrar as

du ac dv a
trajetorias do sistema, observamos inicialmente que 3.15 implica i ——uve i e
0 o

e portanto:
dv Ya
— —.u
v gt o
ac
du de e
dt Y
em consequencia,
Yaudu = —a’cvdv

aplicando o método de varidveis separaveis temos o seguinte:
Yau® + ofev® =k

onde k é uma constante de integragao nao negativa. Logo, as trajetérias do sistema (3.15)
sao elipses.

Voltando ao sistema linear (3.14)

dy
by G yl-ctan)
de  dx z(a — ay)
dt

A equacao acima é separavel e tem solucao:
a.ln(y) —ay +cln(z) —yz =C

onde C' é uma contante de integracao. Mais uma vez, é possivel mostrar que o grafico

. : , . c a
da equacgao acima é uma curva fechada em torno do ponto critico | —, — | para C fixo.

v«
A variacao ciclica das populagoes de predador e de presas pode ser analisadas com mais
: - c a\ .
detalhes quando os desvios em relacao ao ponto | —, — | sao pequenos e pode-se usar o
v«
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sistema (3.15), o qual tem a seguinte solugao:

u= chos(\/@t + ¢)

(3.16)
a |c
v = —\/sten(\/a_ct +¢)
ala
onde as constantes K e ¢ sao determinados pelas condigoes iniciais , Assim:
c c
= —+ —Kcos(v/act + ¢)
v
(3.17)

y= 24 2\/E.Ksen(\/%t—l—qb)
a ala

Essas equacoes sao boas aproximacoes para as trajetorias quase elipticas perto do ponto
c a
v a)

3.3 Serrapilheira

De acordo com Mason (1980) , Dias e Oliveira Filho (1997) serrapilheira é todo
material da biota, isto é, sao as folhas, os galhos, os frutos, as flores que caem da copa da
plantas e também as raizes que morrem e entram em processo de decomposi¢ao no proprio
solo, além de residuos de origem animal. Nesse contexto a serrapilheira desponta como
um fator importante por estar diretamente relacionada com a ciclagem dos nutrientes.

A serrapilheira é importante por atuar na superficie do solo como um sistema
de entrada e saida, recebendo entradas via vegetacao e, por sua vez, decomposta supre
o solo e as raizes com nutrientes e matéria organica, sendo essencial na restauracao da
fertilidade do solo. Conforme Montagnini e Jordan (2002), as condigoes climaticas e a
acao microbiana na decomposicao da serrapilheira sao os principais processos de ciclagem
de nutrientes em um ecossistema florestal.

Ao considerar o raciocinio de Ewel (1976), e tomar a serrapilheira como um
sistema de entrada e saida, pode se assumir que a deposigao de serrapilheira seja constante,
considerando porém uma taxa variavel de queda, mais proxima do que ocorre no ambiente
da floresta.

A determinacao do coeficiente de decomposicao pode ser feita de varias formas. A
forma mais tradicional é a técnica que usa sacos de nylon, ou de outro material sintético,
contendo uma quantidade determinada de serrapilheira em ambiente natural, para es-
timar, através de pesagens mensais, o quanto se decompoe, estabelecendo assim a taxa

de decomposicao mensal da serrapilheira. Esse método apesar de trabalhoso é larga-
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mente usado, pois produz resultados confidveis e seguros da taxa de decomposicao. A
determinacao por pesagem também aparece na literatura sendo feito em laboratorios,
de forma que o coeficiente é obtido em condigoes controladas, para melhor entender o
processo de decomposicao do material. Frequentemente esse método aparece, como no
trabalho de Alhand et. al. (2004), em conjunto com o método de Olson (1963) descrito
abaixo.

Uma das formas de estimar o coeficiente de decomposicao é através uso de modelos
matematicos como o modelo de Olson (1963). Nesses modelos usam-se dados de campo e
técnicas matemadticas e estatisticas para a determinacao do coeficiente de decomposigao da
serrapilheira. Olson (1963) modelou o processo da decomposicao de serrapilheira através
de uma aproximacao do modelo do decaimento radioativo. Ele propoe em seu modelo
uma constante k chamada de taxa de perda instantanea. O modelo de Olson é descrito
pela equagao:

— =L—kx (3.18)

ele também propoe uma equacao para quando nao se considera a producao de serrapi-
. . . . z , .~
lheira, como no experimento com bolsas descrito anteriormente, onde — ¢é a variacao da
quantidade de serrapilheira acumulada, L é a produgao da serrapilheira, x é a quantidade
de serrapilheira acumulada e k é a taxa de decomposicao instantanea da serrapilheira.
Considerando o intervalo de tempo pequeno o suficiente entao pode-se dizer que
a variacao da quantidade de serrapilheira acumulada seja igual a zero, ou seja , que para
aquele intervalo de tempo a floresta se encontra em estado estacionario, decompondo a

serrapilheira na mesma velocidade em que é produzida e assim chega na seguinte equacao:
0=L—kx,,

de onde temos que

E=— (3.19)

xSS
e na equacgao acima x,s ¢ a quantidade de serrapilheira acumulada no estado estacionario.
Essa equacao dara o valor de k necessario para que a taxa de variacao seja nula. Esse k é
um coeficiente que devido a natureza do seu célculo nao leva em consideracao o principio
probabilistico, implicito ao modelo do decaimento radioativo, segundo o qual o valor de
k deve variar num intervalo fechado entre 0 e 1.
Olson também propoe uma equacao para quando nao se considera a producao
de serrapilheira, como no experimento com bolsas descrito anteriormente. Partindo de

(3.18), considerando L igual a 0, o autor reescreve a equagao e obtém que:

d
& kat
x
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e integrando a equagao acima chagamos ao seguinte:
x

In (—) = —kt
Zo

r = xoe ™ (3.20)

e portanto

Onde z é a quantidade atual de serrapilheira, zy é a quantidade de serrapilheira no

momento inicial (t = 0), t é o intervalo de tempo de decomposi¢ao decorrido.
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Capitulo 4
Consideracoes Finais

Quando iniciamos o trabalho tinhamos a intencao de fazermos apenas uma revisao
das principais técnicas de resolucao para EDO’s. No entanto, com decorrer da pesquisa
e por ocasiao da pandemia a qual me proporcionou algum tempo livre para aprofundar
no tema proposto, percebi que existiam conhecimentos muito alem das técnicas citadas.
A partir desse momento, depois de conversas com meu orientador comecei a trabalhar
para entender a existéncia, unicidade e solucao para EDO s bem como as aplicagoes a
Biossistemas.

Para um aluno de Licenciatura em Matematica considero que aprofundar-se em
temas da matematica pura e aplicada é de crucial importancia pois amplia os horizon-
tes do conhecimento adquirido durante o percurso académico e ainda possibilita uma
posterior insercao em poés graduacao nestas areas. Portanto considero que o principal
objetivo do trabalho de conclusao de curso, que vem a ser justamente a consolidacao dos
conhecimentos, foi alcancado com sucesso.

No futuro pretendo dar enfase maior no estudo qualitativo das solugoes das
Equagoes Diferencias Ordindrias, em pesquisando temas como solugoes maximas, fluxo
das equacgoes, continuidade do fluxo, dentre outros.

Do ponto de vista especifico do conteudo deste trabalho, saliento que a im-
portancia do estudo das EDO “s esta no fato delas serem ferramentas matematicas usadas
para resolver problemas da vida real. Outra observacao importante no estudo realizado é
que os teoremas demonstrados, tais como o lema da contracao e o teorema do ponto fixo,
nao tiveram origem e motivacao em problemas praticos das equagoes diferenciais porém
surpreendentemente contribuem para a solucao de diversos problemas na matemaética e
em particular foi essencial para prova da existéncia e unicidade das Equacoes Diferencias

Ordinérias.
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