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RESUMO

Esta pesquisa trata sobre a abordagem vetorial da desigualdade de Cauchy-Schwarz e suas
aplicacdes. A investigacdo teve como proposito mostrar por meio de demonstracdes algébricas
e geometricas a existéncia de uma representacdo vetorial algébrica e grafica para a desigualdade
de Cauchy-Schwarz em duas e trés dimensfes e também suas aplicacGes a nivel de Ensino
Médio. Este estudo caracteriza-se como uma pesquisa bibliografica em que foram catalogados
trabalhos académicos (teses, dissertacdes, artigos etc.) sobre o referido tema afim de ampliar os
conhecimentos sobre desigualdades matemaéticas e fundamentar o contetdo apresentado. Foi
realizado uma andlise sobre linguagem vetorial, proporcionalidade e congruéncias no conjunto
dos numeros para apresentar de maneira concisa as demonstracGes realizadas. A partir da
obtencdo e comparacao entre representacGes dos vetores, verificou-se a existéncia de uma
abordagem vetorial tanto algébrica quanto geométrica para a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Palavras-Chave: Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Vetores. Proporcionalidade.
Divisibilidade.
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INTRODUCAO

Ao longo da jornada discente nos deparamos com preceitos matematicos os quais

instigam 0 nosso envolvimento com a Matemaética.

Na escola em uma sala de aula, aprendemos formulas e com alguns valores vemos a
veracidade destas. Do mais, construir matematica acaba ficando fora do programa, deixando
apenas a aplicacdo que em muitos casos também ndo aparece. A beleza Matematica estd nao
em resolver contas rapidas com valores altos ou pequenos, mas sim em criar uma linha de

raciocinio para se chegar ao objetivo final.

Um importante preceito e que instiga a criacdo e descoberta por tras de solucdes é o
estudo das desigualdades matematicas, as quais estdo ilustradas neste trabalho pelas relacGes:
maior (>), menor(<) , menor e igual (<) e, maior e igual (=). Tal estudo faz-se necessario,
pois dentro do vasto universo académico existem poucos trabalhos que revigore a importancia
desta tematica, bem como sugestfes de como aplica-la no Ensino Médio e em preparacdes para

provas externas como as olimpiadas de matematica.

No ambito das desigualdades, este trabalho centrou-se em estudar a desigualdade de
Cauchy-Schwarz, as estratégias necessarias a sua demonstracdo e suas aplicac@es. Para tanto
foram consultados de maneira corriqueira Steinbruch e Winterle (1997), lezzi(2003), Lima
(2005), Brito (2016) e Bonelli (2017) para embasamento tedrico de desigualdades e estudo dos

vetores.

Dessa forma, esta monografia possui como objetivo principal mostrar por meio de
analises claras e fundamentadas uma abordagem vetorial para a desigualdade apresentada por
Cauchy-Schwartz e suas aplicacdes.

Para tanto, serd imprescindivel apresentar as desigualdades elementares e suas
aplicacdes, analisar as propriedades e alguns critérios que regem as desigualdades, intercalar
conceitos de Algebra linear e Estrutura Algébrica para melhor responder o problema proposto,
justificando as manipulagdes e demonstracdes por meio da Algebra.

Esta monografia divide-se em quatro capitulos, sendo que o primeiro intitulado Teoria
da desigualdade de Cauchy-Schwarz traz consigo um pouco da historia das desigualdades e
seus primeiros estudiosos, detalhando de forma fundamentada uma pequena bibliografia de

Cauchy, Schwarz e Bunyakovsky e suas respectivas contribuigdes para a desigualdade aqui



estudada e a grande relevancia desse estudo para a Matematica. O segundo capitulo destinou-
se a uma breve metodologia.

No terceiro capitulo provamos a validade da desigualdade de Cauchy-Schwarz
utilizando as defini¢cdes de funcao e a notacdo de Delta, uma demonstracdo muito conhecida.

Neste capitulo, mostramos as abordagens que a Algebra Vetorial pode fornecer para
uma nova semiética demonstrativa da desigualdade de Cauchy-Schwartz, respondendo de
forma fundamentada, Algébrica e Geometricamente a questdo norteadora, se seria possivel
interpretar vetorialmente esta desigualdade no R? e consecutivamente um escélio geométrico
tridimensional da mesma desigualdade no R3.

Por fim, no quarto capitulo serdo apresentadas aplicacdes da desigualdade em questdes
da OBMEP, problemas de otimizacao e do POTI (Polos Olimpicos de Treinamento Intensivo),
mostrando que esse conhecimento esta acessivel aos estudantes de Ensino Médio e que cabe
aos novos profissionais formandos em Matematica levar esse pensamento para a sala de aula e
o disseminar, pois este promovera reflexdes sobre cada solucdo encontrada, ja que esta solucéo
ndo € Unica e sim um conjunto de possiveis resultados.

Através da pesquisa, identificou-se através de registros geométricos e algébricos que
0s vetores surgem como uma alternativa para mostrar a existéncia da desigualdade de Cauchy-
Schwarz. Além disso, o estudo mostra por meio de suas aplicacGes que esta desigualdade de
Cauchy-Schwarz estd acessivel ao Ensino Médio, ja que tais aplicacdes procedem com

conhecimentos matematicos basicos.



CAPITULO | - TEORIA DA DESIGUALDADE DE CAUCHY-SCHWARZ

1.1 FUNDAMENTOS HISTORICOS

O estudo da matematica se faz presente ao longo das antigas civiliza¢des, auxiliando e
promovendo o desenvolvimento destas. A matematica se tornou com o tempo um objeto de
desejo para muitos, pois se trata de um conhecimento necessério para o desenvolvimento
cientifico. Esta ciéncia possui como ramos de estudo a aritmética, a algebra, geometria, dentre
outras, e de cada uma temos algumas ramificacfes, e uma delas, é o estudo das desigualdades,
que segundo Bonelli (2017) é uma ramificacdo da algebra, que veio somente por volta do século
IV a.C.

Havendo a necessidade de fazer medic6es, ordenar niumeros e aproximagoes, surgiram
as desigualdades, um objeto matematico estudado nos diferentes niveis de ensino que mostra
importantes relacdes entre 0 campo aritmético e o algebrico.

Segundo Bonelli (2017), muitos estudiosos se dedicaram ao estudo das desigualdades,
como Euclides, Arquimedes, Jacques Bernoulli, Cauchy, Schwarz, Chebyshev, Surényi e
outros. Dentre estes, destacamos Augustin-Louis Cauchy e Hermann Amandus Schwartz, que
trouxeram contribuicbes valiosas para 0 mundo matematico por meio de uma visdo e
generalizacdo das desigualdades, intercalando-as a sequéncias e séries huméricas.

Augustin-Louis Cauchy como consta em Brito (2016) (Figura 1), foi um fisico-
matematico francés que deixou inimeros trabalhos realizados de grande importancia para a
matematica. Foi o primeiro a fazer um estudo cuidadoso das condicdes para convergéncia das
séries infinitas, além disso, ele escreveu mais de setecentas memorias, abarcando quase todos

0s ramos da matematica.
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Figura 1: Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)

Fonte: Brito, 2016

Cauchy é uma grande figura da historia da matematica. Quando professor, seu trabalho
principal era ensinar Célculo, e ele ndo se sentia satisfeito com a maneira como estavam 0s
fundamentos do assunto. Foi a partir dessa insatisfagdo que a matematica ganhou um dos mais
famosos livros da sua histéria, “O curso de Analise da Ecole Polytechnique”, como deixa claro
Berlinghoff (2010).

Ainda em Berlinghoff (2010), o objetivo de Cauchy foi fazer um livro-texto com
definicBes de conteddos matematicos dando énfase ao calculo algébrico, suas formulas e o rigor
por meio do pensamento e da escrita, iSSO por sua vez teve grandes impactos sobre outros
matematicos da época.

Hermann Amandus Schwarz, segundo Subi (2014) (Figura 2), foi um matematico
alemdo. Nasceu em Hermsdorf, Silésia, territério prussiano (agora parte de Jerzmanowa,
Polonia) em 25 de janeiro de 1843, ele cresceu em um ambiente culto, pois seu pai era um

proeminente arquiteto.
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Fonte: Brito, 2016

Schwarz se dedicou a quimica, a qual se tornou sua grande paixao, e logo mais tarde por
influéncia de Ernst Eduard Kummer e Karl Weierstrass, dois dos grandes matematicos da época
gue o convenceu para ele estudar matematica, visto que viram no jovem um grande talento.

Ainda em Subi (2014) destaca que Schwarz era um grande amante da geometria e isso
pode ser encontrado em todos 0s seus trabalhos, gracas a sua intuicdo espacial atacou problemas
delicados e resolvidos de uma maneira tdo geral que forneceram inGmeras aplicagbes. E por
ISSO que ndo nos surpreendemos que a desigualdade de Cauchy-Schwarz néo seja apenas bem
conhecida, mas aplicada em todas as areas.

Percebemos que, os conhecimentos desenvolvidos por Cauchy e Schwarz sdo de
extrema relevancia ndo so para a matematica em si, mas também para a Fisica e demais ciéncias.

A desigualdade aqui tratada foi publicada a principio por Augustin-Louis Cauchy em
1821, mais tarde esta foi reformulada com os conceitos de integrais por Bunyakovsky em 1859
e aperfeicoada por Hermann Amandus Schwarz em 1888, como consta em Brito (2016). Assim
ficando denominada de desigualdade de Cauchy ou desigualdade de Cauchy-Bunyakovsky-
Schwarz ou desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Viktor Yakovlevich Bunyakovsky (Figura 3), segundo Kolman, Bernard; Hill, David
R. (2006), foi um grande matematico russo que trabalhou com mecéanica tedrica e teoria dos
nameros, seu orientador de doutorado foi ninguém menos que Augustin-Louis Cauchy.
Bunyakovsky em 1859 fez algo de grande importancia para a matematica ao provar a
desigualdade de Cauchy-Schwarz para o caso dimensionamente infinito. Além disso, chegou a

ser vice-presidente da Academia de Ciéncias da Russia.
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Figura 3: Viktor Yakovlevich Bunyakovsky (1804-1889)

= =
o

4 2.

Fonte: Brito, 2016

Muitos conhecimentos matematicos, como as proprias desigualdades sdo frutos de ndo
apenas um pensador, mas sim de varios pensadores como foi citado no paragrafo anterior. Em
sua grande maioria as contribui¢cdes advém de caminhos distintos que acabam chegando ao
mesmo desfecho, e isso facilita e melhora a compreensdo da matematica.

Tais contribuicBes chegam pela Algebra, Geometria, Aritmética etc. Essa diversidade
de Registros de Representacdo denota e promove melhor compreensdo dos conceitos

matematicos mais abstratos.

1.2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Para embasamento do contetdo da desigualdade de Cauchy-Schwarz, foram realizadas
coletas de informagdes por meio do Google Scholar entre os anos de 2009 a 2019 e foram
encontradas 13 obras cientificas, sendo 2 artigos, 1 monografia, 9 dissertacdes, 1 tese e 1
minicurso, afim de melhor chegar nos objetivos estabelecidos desse estudo. Foi também
pesquisado nos sistemas de bibliotecas online da USP, UFMG, UFBA e Unicamp com as
palavras chaves “desigualdade”, “Cauchy”, “Schwarz”, porém sem éxito na busca de trabalhos
semelhantes ao nosso. Quando pesquisado no sistema de biblioteca online da UNB encontramos
1 trabalho o qual ja haviamos localizado no Google Scholar (Google Académico). Além disso,
nas pesquisas feitas nos bancos de dados da CAPES e do CNPq também néo foram encontrados

trabalhos, livros ou artigos semelhantes.
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bibliografica em que consta o ano de publicagdo, o nivel (monografia, dissertacdo, tese e

No Quadro 1 apresentamos a relacdo das pesquisas realizadas de nossa revisdo

outros), autor, titulo da investigagdo, orientagdo e entidade ao qual o autor faz parte.

Quadro 1. Revisdo Bibliogréafica

Ano Nivel Autor Titulo Orientador | U.E
2019 | Artigo Belchior ANALISE E UJES
Cesar Xavier| CONSISTENCIA: UMA
Mario ABORDAGEM SOBRE -
DESIGUALDADES E
SUAS APLICACOES
2018 | Dissertagao Paulo DESIGUALDADES Dr. Judandir | UFPI
Roberto ELEMENTARES E SUAS | de Oliveira
Rodrigues de | APLICACOES NO ENSINO | Lopes
Aralijo MEDIO
Junior
Dissertacdo Rebeca DESIGUALDADES Suzete Silva | Unesp
2017 Cristina MATEMATICAS E Afonso
Bonelli APLICACOES
Dissertacdo Frank OTIMIZACAO: UMA Eduardo UFPB
2016 Werlly de APLICACAO PARA Goncalves
Brito DESIGUALDADE DAS dos Santos
MEDIAS E PARA
DESIGUALDADE DE
CAUCHY-SCHWARZ
Dissertagéo Daniel DESIGUALDADE DE Daniel UFPB
2016 Tomaz de | HOLDERGENERALIZAD Marinho
Araujo A COM NORMAS MISTAS | Pellegrino
E APLICACOES
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Minicurso| Rogério BELOS PROBLEMAS DE - FURG
2016 Ricardo MATEMATICA:
Steffenon e | INDUCAO E CONTAGEM
Felipe Milan
Guarnieri
Tese Cristiano A DESIGUALDADE DE Silvia UFRGS
2016 Lima CAUCHY-SCHWARZ NA Beatriz
Hackmamm ESTIMACAO DE Alves Rolim
TEMPERATURAE
EMISSIVIDADE DA
SUPERFICIE TERRESTRE
A PARTIR DE DADOS DE
SESORES ORBITAIS
George Ney | DESIGUALDADES: UMA Luiz UFCG
2016 | Dissertacdo | Almeida ABORDAGEM ATRAVES | Anténio da
Moreira DE PROBLEMAS Silva
Medeiros
Dissertagao Gabriel UMA ABORDAGEM Juarez dos | UFRB
2014 Carvalho |SOBRE DESIGUALDADES Santos
Velame E SUAS APLICACOES Azevedo
Dissertacdo | Alessandro O USO DE Nilomar UFAM
2014 Monteiro de | DESIGUALDADES NA Vieira de
Menezes RESOLUCAO Oliveira
DEPROBLEMAS
Monografia Flavia SEQUENCIAS DE Joelma UEPB
2014 Shirley CAUCHY EM ESPACOS | Soares dos
Tavares METRICOS E OS Santos
Vieira ESPACOS DE BANACH
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Dissertacdo Luiz DESIGUALDADES ENTRE Marcos UFC
2013 Eduardo AS MEDIAS Ferreira de
Landim GEOMETRICAS E Melo

ARITMETICAS E DE
CAUCHY-SCHWARZ

Dissertacdo | Alessandro A DESIGUALDADE Marcos UFC
2013 Francisco TRIANGULARE A Ferreira de
Campelo DESIGUALDADE DE Melo
JENSEN
Artigo Marcio DESIGUALDADES - -
2009 Nascimento CLASSICAS
da Silva

Fonte: Autor, 2020

Dentre estes, destacamos as pesquisas de Brito (2016) e de Bonelli (2017), os quais
trazem grandes contribuicBes para nosso trabalho na parte de diversificar maneiras de
representacdo demonstrativa e a importancia de se ter aplicacGes das desigualdades.

Brito (2016) traz a desigualdade de Cauchy-Schwarz atrelada aos processos de
otimizagdo, uma aplicagdo muito visivel em mé&ximos e minimos. Ele aborda também pontos
historicos relevantes para nosso trabalho, os quais foram dificeis de encontrar em outras obras.

Além disso, destacamos o trabalho de Bonelli (2017) pelo fato de trazer em sua
dissertacdo a critica de que as desigualdades devem ser melhor abordadas no ensino bésico,
pois estas sdo cobradas em exames e olimpiadas de matematica em diferentes niveis e traz ainda
no Gltimo capitulo uma série de aplicacdes da desigualdade no ensino médio.

Em seu trabalho, Bonelli (2017) procurou demonstrar a desigualdade de Jensen,
desigualdade entre as médias, desigualdade de Cauchy-Schwarz pelo método classico do
trinbmio quadrado perfeito, entre outras desigualdades importantes da matematica, o que
contribuiu para que nos posassemos fazer questionamentos e responder neste trabalho, como
por exemplo se seria possivel representar a desigualdade de Cauchy de outra forma usando
conhecimentos vetoriais para demonstrar.

A resposta para tal questionamento sobre uma possibilidade de mostrar a desigualdade
por meios vetoriais foi boa, e mostramos ainda que existe a possibilidade de verificar o caso
particular da desigualdade que é a igualdade por meio da Teoria dos NUmeros quando estudado

a divisibilidade no conjunto dos nimeros inteiros.
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De forma geral, os trabalhos catalogados no Quadro 1 foram de suma importancia para
ampliacdo das ideias inerentes a escrita deste trabalho. Os autores de tais estudos foram capazes
de transmitir uma matematica que vai além do concreto, mostrando por meio da algebra e da
geometria 0 universo matematico muitas vezes nao visivel para muitos.

Destacamos também aqui na fundamentacdo bibliografica que alguns ramos da
Matematica como Geometria Analitica, Algebra Linear e Estruturas Algébricas ja mencionada
possuem preceitos valiosos para a compreensdo da dedugéo da desigualdade de forma vetorial
e alguns autores serviram de suporte para explanar, detalhar e consecutivamente interpretar
vetorialmente a desigualdade de Cauchy-Schwartz, facilitando a compreensdo da
demonstragéo.

Como exemplo, podemos citar Steinbruch e Winterle (1997), mostrando uma ideia
basica de vetores e suas propriedades, como também abordagens mais complexas dos vetores
em duas e trés dimensdes, abrindo a possibilidade para generalizacdo dos conceitos de vetores
para espaco e subespacos vetoriais.

Leithold (1994), trazendo o Célculo com Geometria Analitica, abordando dentre outros
pontos as operacdes com vetores, e Lima (2005), contribuindo desde conceitos simples como
soma de vetores até as operac@es com produto interno de vetores, promovendo abstracdo de
conceitos mais amplos.

Foi consultado também o livio “ESTRUTURAS ALGEBRICAS PARA
LICENCIATURA” do ano 2008, dos autores Olimpio Ribeiro Gomes e Jhone Caldeira Silva,
contribuindo com a Teoria Elementar dos NUmeros nos pontos de congruéncias e divisibilidade.

Nesse mesmo ponto foi consultado também o livro “ALGEBRA MODERNA” do ano
2003 de Hygino H. Domingues lezzi.

Apds uma revisdo bibliografica em lezzi (2003), entendemos que a divisibilidade e as
regras de proporcionalidade podem ser aliadas na demonstracdo do caso restrito da igualdade

presente na desigualdade de Cauchy-Schwarz.

.3 CONCEITOS ALGEBRICOS BASICOS E DESIGUALDADES
ELEMENTARES.

Tomando por base desigualdades elementares tautologicas no conjunto dos nimeros
reais positivos, R, ja provadas, presentes no livro “fundamentos de Matematica elementar” de
lezzi (1991), a fim de demonstrar de forma fundamentada outras desigualdades mais

complexas.

17



Dentre as desigualdades basicas foram utilizadas:
1.Sex > yey > zentdo x > z, para quaisquer x,y,z € R;
2.Sex >yea=bentdo x + a = y + b, para quaisquer x,y,a, b € R;
3.Sex >yentdo x + z = y + z, para quaisquer x,y,z € R;
4.Sex>yea=bentdox-a = y- b, paraquaisquer x,y,a,b € Ry;

Além destas, temos ainda que (a — b)? para qualquer a, b € R+". Seréo utilizadas tais
desigualdades para fundamentar as deducdes que serdo feitas, sendo esta uUltima aqui
considerada uma das mais importantes e mais utilizada para nossas demonstracoes.

Assim, com o suporte dos autores mencionados e das desigualdades elementares, vamos
mostrar que Se a,,ds, .., dy€ by, by, ...,b, s80 nimeros reais, entdo: (a;? + a,®+ -+
an?). (b + by” + -+ b,?) = (ayby+ayby+ -+ + ayby, )2com a igualdade ocorrendo se, e

a

somente se, % === ‘;—". (Desigualdade de Cauchy Schwartz).
1 2 n

Antes de tal prova, mostraremos algumas proposi¢cbes importantes ao uso das
desigualdades.

Proposicdo 1.3.1. Modelagem de desigualdade proposta em Brito (2016). A
desigualdade x+§ > 2 é verdadeira para todo x € R.. A igualdade ocorre para x =1.

Demonstracao:
Podemos entdo partir de que para (x —1)> > 0 onde x € R% , utilizando a
desigualdade (a — b)?® = 0, assim temos,
x-1D*=20e
X*-2x+1=>20 &
x> +1 > 2x

dividindo ambos os lados por x, temos que,

1
xX+—2=2
X
A igualdade é satisfeita, pois partindo de x = 1,
Logo,
1+ L 2
T =
Agora partindo da igualdade temos,
1
X +-— =2
X
Multiplicando por X,
x>+ 1= 2x
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Sx*-2x+1 =0
Pela formula resolutiva de uma equacgdo do segundo grau (formula de Bhaskara) temos,
A = b? — 4ac
A=0

Proposigao 1.3.2. (POTI- ADAPTADO) Prove que (a + b) - (3 +2) 2 4, ¥ ab >0.
Demonstracéao:
Partindo de uma das desigualdades basicas (a — b)? >0, podemos entdo escrever,
(a—b)?=0&
a?—2ab + b?> © a?+b* > 2ab

como a,b > 0 podemos dividir ambos os lados da desigualdade sem alterar o seu

sentido,

1+ 2+ 24122 +1+1=

a a b b
Z+ ;'I‘ ;+324=>

a(Gti)+b(ers) 24

(§+ %) (a+b) >4
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Proposicéo 1.3.3. Prove que a area A1 € maior ou igual a area A (Figura 4).
A1: regido em amarelo formada pelos 3 quadrados.

A regido em verde formada pelos retangulos.

Figura 4: Representagéo de desigualdade em um quadrado

a b C

Fonte: Autor, 2020
Demonstracéao:
(a—b)? =0

=a%?—2ab+b%>>0
= a’ + b? = 2ab , se isso ocorre, entdo,
a? + c? = 2ac
b? + ¢? = 2bc
Somando cada lado da desigualdade,
a’ + b%?+ a%? + ¢ + b?> + ¢? = 2ab + 2ac + 2bc
2a? + 2b% + 2¢? = 2(ab + ac + bc)
2(a? + b? + c?) = 2(ab + ac + bc)
a’?+b?+c?>ab+ac+ bc
(i) (ii)
Sendo i a area de Ai e ii a area de A2, mostramos entdo que i > ii, com a igualdade

validaparaa = b = c.

1.3.4 Vetores: defini¢cdo, operacoes e propriedades.
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Os vetores representam um seguimento de reta orientado.

-
v

»
»

A B
Podemos representa-lo como sendo v = AB possuindo como caracteristicas:

e Moddulo: comprimento.

e Direcgéo: vertical, horizontal, inclinado.

e Sentido: direita, esquerda, para cima, para baixo.

Algumas das operagdes que podemos realizar com 0s vetores, como 0 produto e o
calculo da distancia, Leithold (1994).

Chamamos de distancia entre dois vetores u e v, 0 nimero real, representado por

d(u, v), definido por:
dlw,v) = |lu—v|
Seu = (x1,y1) e v = (x,,y,) sdo vetores do R?, com produto interno usual, tem-se:
dw,v) = lu—v| = |(x; — x2,¥1 — ¥2)I

ou simplismente:

d(u,v) = \/(x1 — %)%+ (y1 — ¥2)°

Aplicacéo 1: Calcular a distancia entre os vetores u = (9,5) e v = (5,2).

Solucéo:

d(u,v) = /(9 —5)%2+ (5 — 2)?
= V25
=5

Outra operacdo com os vetores que pode ser feita € o produto interno, sendo E um
espaco vetorial e considerando uma funcdo r que associa a cada par de vetores u e v de E um
namero real denotado por r(u, v) = (w,v)emque u = (x;,y;) € v = (x,,y,) satisfaz aos

seguintes axiomas segundo Steinbruch e Winterle (1997).
1- (v,v) >0Vv €EE
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2- (v,v) =0 © v =1(0,0)

3- (v +vy)= (uv)+ (Wv)Vu,vv, EE
4- (Ku,v) =K(u,v)VK € R

5- (u,v)= (v,u)vVu,v €E

Por meio do produto interno podemos provar as propriedades que definem o médulo

de um vetor:
1- |v] =0
Demonstracéao:

Partindo de que,

v = (x4,y,) temos:
V=7

V.V =V.V

v? = (xq,¥1). (%1, 1)

v =i+ 3]

v= Xy
xZ+y7 =0

v=0

2- |la.v|=lal.lv|]Va eR
Demonstracéao:
Sabendo que, @ =
a.v=a.v
(av). (av) = (av). (av)
(a.v)? = (a.v)?
(a.v)? = (a.v)?
la.v|? = |a.v|?

la.v|? = |a|? |v|?

la.v| = ]al?. |v|?
la.v| = Vlal®V|v|?
la.v| = |al.|v]|
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3- |u.v| < |ul.|v]
Essa propriedade é também conhecida como a desigualdade de Cauchy, porém aqui
ela ndo sera demonstrada por completo detalhando sua igualdade como caso particular,
mas sim apenas como uma propriedade do modulo.
Demonstracao:
Podemos partir de que u = u entdo,
uv = uv
(uv). (uv) = (uv). (uv)
(uv)? = (uv)?
(uv)? = (uv)?
luv|? = |uv|?
luv|? < [ul? |v|?

luvl? < [lul.lvl]?

luv| < V[lul.|v]]?

lu.v| < |ul.|v|

4- lu+v| < |ul + |v|
Demonstracéao:
Se v = v entéo,
(u+v)=w+v)
(u+v)@u+v)=wW+v).(u+v)
(u+v)?=(u+v)?
(u+v)? =u?+2uv +v?
(u+v)? = (u?+ Quv) + (v)?
lu+v]|? < |ul®>+ |2uv| + |v|?
lu+v|* < [lul + [v]]?
lu+ vl < V[lul +|v|]?

lu +v| < |u| + |v|

Esta Gltima é conhecida como desigualdade triangular.
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Para concluir nossa fundamentacéo tedrica faz necessario um mergulho mais uma vez
na Algebra linear em Steinbruch e Winterle (1997) onde trata-se da dependéncia e
independéncia linear.

Sejam V um espaco vetorial e A={v,, v,, ..., v,} € V. A equacdo a,v; +
a,v,+aszvs + -+ a,v, = 0 admite, a0 menos uma solugéo:

a,=a,=az3=-=a,=0

Podemos dizer que o conjunto A € linearmente independente (LI).

Agora se para 0 mesmo conjunto A existirem solugdes a; # 0, podemos afirmar que A
é linearmente dependente (LD).

Podemos ainda discernir se um dado conjunto de vetores € LI ou LD por meio do

Determinante, sendo LD seD = 0e LIse D # 0.

Aplicacdo 2: Mostre que no espaco vetorial R2, os vetores v; = (1,0) e v, = (0,1),
sao LI.
Solucao:
Sendo, a,v; + a,v, =0
a,;(1,0) + a,(0,1) =0
(a1,0) +(0,a;) =0
(a;+0,04+a,)=0
a; =0
a, =0
Logo é LI.

Pelo Determinante teriamos:
11 0 _., _,_
D = |O 1= 1-0=1

D=1=+0,logoéLl

Aplicacédo 3: Prove que os vetores v; = (2,3) e v, = (—4,—6) em R2sdo LD.
Solucao:

a v, +a,v, =0

a;(2,3)+ a,(—4,—-6) =0

(2a4,3a4) + (—4a,,—6a,) =0

(2a; — 4a,,3a, — 6a,) =0

Disso temos,

24



I 2a; —4a, =0
II)3a; —6a, =0
Resolvendo o sistema obtemos a; = 2a,, e admitindo por exemplo a, = 2, temos que
a, =4
Voltando a equagdo a,v, + a,v, = 0, percebemos que ao substituir os valores
teremos:
a,;(2,3) + a,(—4,—-6) =0
4(2,3)+ 2(—4,-6)=0
(8,12) + (—8,—-12) =0
(8—8,12—-12)=0
0=0

Assim, para os coeficientes a, e a, diferentes de zero a igualdade foi satisfeita,
conclui-se que os vetores v; e v, sdo LD.

Aplicando as defini¢cGes do Determinantes temos:
_4| .

D=|§ M= 12— (-12)=-12+12=0

D =0, logo € LD.

Aplicacédo 4: Prove que os vetores v; = (1,0,1); v, = (1,2,1) ev; = (4,2,4) em
R3sdo LD.

Solucéo:
1 1 4
D=0 2 2= 6+2-8=0
1 1 4

Como D = 0, o conjunto de vetores sdo LD.

Aplicacéo 5: Prove que os vetores v; = (1,0,1); v, = (1,2,1) evy = (—1,0,1) em
R3s&o LI.

Solucéo:
1 1 -1
D=10 2 0|=2+2=4
1 1 1
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Como D # 0, o conjunto de vetores s&o L.

1.3.5 Proporcionalidade: Regras simples

De acordo lezzi (1991), podemos conhecer algumas regras de proporcionalidade como
por exemplo sendo Dy, Dy, D3, ..., D; € C4, C5, C3, ..., C;, estes pertencendo aos reais diferentes

de zero, podemos escrever:

D, D, D3
i C G

=Lt=T

D;
C;

Ainda temos,

D1+D2+D3 + e + Di _

=T
Cl + C2+C3+ + Ci

Além desses conceitos elementares encontramos em Lima (2001) no livro Temas e
Problemas, o qual faz parte da cole¢do do Profmat, o teorema fundamental da
proporcionalidade, o qual despertou a ideia de mostrar o caso restrito da igualdade na

desigualdade de Cauchy-Schwarz.
Teorema Fundamental da proporcionalidade
Seja f: RT —» R* uma funcdo com as seguintes propriedades:

) x<x =fx)<fx);
2) f(nx) =n-f(x)paratodon € Netodox € R*.
Entdo f(cx) = ¢ - f(x) paratodo c € R* etodo x € R*.

Consequentemente, f(x) = ax para todo x € R*, com a = f(1).

Demonstracdo: Em primeiro lugar, para todo nimero racional r = % comm,n € N,
e todo x € R* vale

n-frx) = f(n-rx) = f(mx) =m- f(x),

Por 2), logo f(rx) == f(x) = r - f(x). Assim, a igualdade f(cx) = ¢ f(x) é
valida quando c € racional. Suponhamos, por absurdo, que exista ¢ > 0 irracional tal que

f(cx) # ¢ f(x) paraalgum x € R*. Entdo ou f(cx) < c- f(x) ou f(cx) > ¢ - f(x).
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Consideremos o0 primeiro caso. Temos entéo f(cx)/f(x) < c. Sejar um valor

racional aproximado de ¢, de modo que f(cx)/f(x) <r<clogo f(ex) <r-f(x)<c-

f(x). Como r é racional, vale r - f(x) = f(rx).

Assim, podemos escrever f(cx) < f(rx) < c - f(x). Mas de maneira particular
f(cx) < f(rx). Entretanto, como r < ¢, tem-se rx < cx e, pela propriedade 1, isso obriga
que f(rx) < f(cx) endo f(cx) < f(rx).

Essa contradicdo mostra que ndo é possivel ter f(cx) < c - f(x). De maneira
inteiramente analogo vemos que f(cx) > c - f(x) € impossivel. Portanto deve ser f(x) = ¢ -
f(x) para quaisquer c, x € R*.

Em Lima (2001) vemos também que um teorema anélogo, com a mesma

demonstracéo, vale para f: R — R, escrevendo, na propriedade 2, ne Z emvezden € N.

1.3.6 Divisibilidade em Z : Divisao exata.

Segundo lezzi (2003), um numero inteiro a € divisor do nimero inteiro b ou que 0
namero b é divisivel por a se for possivel encontrar c € Z tal que b = ac. Nesse caso,

podemos dizer que b € multiplo de a. Para indicar que a divide b, usaremos a notacéo a|b.

Um exemplo seria, —5 divide 30, pois 30 = (—5). (—6). Nesse contexto vale ressaltar

que 0 divide 0 ja que para qualquer inteiro c, temos 0 = 0. c.

De acordo lezzi (2003), a relacéo entre elementos de Z, definida por x|y, atende as

seguintes propriedades:

a|a (reflexividade).
Sea,b=>0,a|beb|a,entdo a = b.
Se a|b e b|c, entdo a|c. (transitividade).

Se a|b e a|c, entdo a| (bx + cy), quaisquer que sejam 0s inteiros x e y.

YV V. V V V

Sealbec|d, entdo ac|bd.
Tais observagOes permitem nos escrever que:

Seja a um numero inteiro estritamente positivo, tomando algum inteiro b, temos duas

possibilidades:

i) b € maltiplo de a e, portanto b = aq para um inteiro g qualquer.
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ii) b esta situado entre dois multiplos consecutivos de a, isto &, existe um inteiro g tal
queaq < b <a(q+1).Dai,0< b —aq < a. Entdo, fazendo b — ga = r, obtemos b =
ag+r,emque 0 <r <a.

Juntando as duas possibilidades, podemos garantir o seguinte: dados dois inteiros,
a e b,com a > 0, entdo sempre se pode encontrar dois inteiros q e r tais que: b = aq + r, em

que0 <r<a.

Evidentemente, r = 0 corresponde ao caso em que b € multiplo de a, e este caso

particular sera utilizado nas nossas demonstracgdes.
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CAPITULO Il - METODOLOGIA

Este estudo foi realizado por intermédio de pesquisa bibliografica, em que foram
catalogados trabalhados de bancos de dados seguros sendo estes da CAPES, GOOGLE
ACADEMICO e bibliotecas online de grandes universidades brasileiras como USP,
UNICAMP, etc. Os trabalhos cientificos incluem artigos, monografias, dissertagdes e teses, 0s
quais serviram de suporte para fundamentar as afirmacdes feitas no corpo desta monografia.

Discernirmos dentre todos os trabalhos catalogados os que mais se assemelham a nossa
tematica, mostrando os pontos particulares de alguns trabalhos que ajudaram no
desenvolvimento desta monografia. Vale ressaltar que ouve o descarte de alguns materiais, j&
que estes possuiam muitas repeticdes.

Sendo assim, no decorrer deste trabalho foram propostas abordagens ndo tdo conhecidas
da desigualdade de Cauchy-Schwarz, pesando de que forma isso poderd contribuir para o
conhecimento matematico no ambito de suas aplicacoes.

A desigualdade sera provada por meio da lei dos cossenos para 0 caso n = 2 e também
pelo produto interno de vetores, fazendo sempre uma conversdo de representacdo entre a
linguagem algébrica e geométrica tanto bidimensional quanto tridimensional, fato esse ndo
encontrado em nenhum trabalho catalogado.

Para isso, houve uma revisdo sobre desigualdades bésicas e elementares e linguagem
vetorial em R? e R3. Soma a isso 0 estudo de proporcionalidade e congruéncia em R, o qual
dialoga com a desigualdade de Cauchy-Schwarz na prova particular de sua igualdade.

Tal validade das demonstracdes em muitos casos se dara pela comparacao de registros
algébricos e graficos. Para tanto, a dependéncia linear entre vetores foi indispensavel para se

pensar em uma representacdo grafica em R* da desigualdade de Cauchy-Schwarz.
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CAPITULO 11l - DEMONSTRACOES

111.1 DEMONSTRACAO DA DESIGUALDADE DE CAUCHY- SCHWARZ
PELA ABORDAGEM DA EQUACAO DO SEGUNDO GRAU (FORMA CLASSICA).

A demonstragdo aqui apresentada pode ser encontrada em muitas dissertacdes de
maneira menos detalhada e menos explicativa como em Bonelli (2017, p. 51).
Seay, a,,...,a, € by, by, ..., b, sd0 ndmeros reais, entdo: (a;% + a,% + -+ + a,,?)
(by® + by% + -+ by?) = (ayby+ayb,+ -+ + a,b, )2, com a igualdade ocorrendo se, e
_az

somente se, % === ‘;—". (Desigualdade de Cauchy Schwartz).
1 2 n

Ja sabemos que (a — b)? = 0 para qualquer a, b € R«*. Assim podemos multiplicar b
por x e ndo alteramos a desigualdade, dessa forma temos:
f(x) = (a3 = b1x)* + (ap — bx)* + - + (a, — bpx)?

Entendemos que f(x) = 0, pois esta corresponde a uma soma de quadrados, logo
como nao existe valores negativos que a satisfaca, o valor o discriminante Delta ¢ estritamente

menor ou igual a zero, como mostra a Figura 5.
Figura 5: Relagéo entre f(x) e delta

f(x)

f(x)

i + - + X

Fonte: Autor, 2020

A partir disso, podemos desenvolver e generalizar a fungéo
f(x) = (al - blx)z + (az - bzx)z + -+ (an - bnx)z

f(x) = a? —2a;b;x + b*x? + a3 — 2a,b,x + b2x? + -+ a2 — 2a,b,x + b2x?
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f(x) = (b2+b%+ -+ b2)x? — 2(a;b;+ayby+ - + a,by)x + (a?+a?+ -+ a?)

Temos aqui nossa equacéo do segundo grau e aplicando a defini¢éo do valor de Delta
teremos:

A= b% — 4aconde a = b;* + b,> + -+ b,?, b = a;b;+ayb,+ -+ apby, e c =

a,? + ay? + -+ + a,? temos:
A: [_2(a1b1+a2b2+ + anbn)]z - 4‘(b12 + bzz + + bnz). (a12 + a22 + + anZ )

A= 4(aby+azby+ -+ apby )? — 4(by” + by + -+ bp%). (a1 + az? + -+ + ay?)
Como temos A < 0, obtemos:

4(aby+azbyt -+ apby ) — 4(by % + by* + -+ by?). (a2 + a2 + 4+ a,?) <0

4(a by +azby+ -+ anby )2 < 4(by 2 + by* + -+ by?). (a2 + a% + -+ ay?)
Dividindo ambos os lados por 4 temos a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

(a1b1+a2b2+ oo + anbn )2 S (blz + b22 + e + bnz). (a12 + a22 + e + anZ)

O caso restrito da igualdade pode ser analisado com A= 0, logo existird um x, tal que
f(xo) = 0, dessa forma teremos
f(x0) = (ay = b1xg)* + (az — byxg)? + -+ + (@n — bpxy)?=0
Assim,
(a; — b1x)?> =0 I
(a, — byxy)? =0 11
(a, — bpxy)?> =0 11

Desenvolvendo | obtemos,
(a1 - b1x0)2 =0

aq _ble =0

a; = byxg
a,
by

Desenvolvendo Il obtemos,
(a; — bzxo)2 =0

az _bzxo = 0
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Desenvolvendo Il chegamos em,
(a, — bnxo)2 =0
an —byxg =0
a, = b,x,

aTl
_:xo
b

n

a az an

Com isso temos a relagdo de igualdade =
by by bn

Como A> 0, a funcéo admitiria solucBes negativas, 0 que é um absurdo ja que temos

uma soma de quadrados. Isso conclui a demonstracéo.
|

O Teorema Fundamental da Proporcionalidade apresentado no item 1.3.5 também nos
fornece uma prova para essa igualdade, ja que a igualdade ocorre quando temos a; = Ab;
sendo A real positivo e 1 < i < n, e o teorema mostra que de fato é verdade f(x) = c- f(x)

para algum real positivo c.
Logo podemos escrever:
Se,
a; = Ab;
Podemos multiplicar ambos os lados por a;, entdo,
a;-a; =Ab; - q;
2

= a;" = Abi'ai

Na mesma relacao inicial, mas agora multiplicando ambos os lados por b; ,
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Agora, como a desigualdade de Cauchy-Schwarz é dada por (a,? + a,? + - +
an?).(by? + by? + -+ by?) = (ayby+azby+ -+ + ayby, )?, € substituindo os valores

encontrados para a;? e b;* na primeira parte da desigualdade temos:

a.b a,b
= (a1b A+ -+ anbnl).<%+---+ ’;”)

Colocando lambida em evidencia,
1
= A(albl + -+ anbn).z (a1b1 + -+ anbn)

Cancelando A, ficamos com,
= (a;by + -+ anbn) (aiby + -+ ayby)
= (ayb; + -+ anbn)z

Chegamos onde queriamos em que a primeira parte da desigualdade é igual a segunda,

(a;by + -+ anbn)z = (a;by + -+ anbn)2

Segundo lezzi (2003), com respaldo na Teoria Elementar dos nimeros presente no

item 1.3.6 deste trabalho, sabemos que:

Dados m, n pertencendo aos reais e ndo nulos, podemos escrever,

mlp = p=mq

nlp =2>p=nqg,,comqg;eq, € R

Agora, se considerarmos p = a;by+azby+ -+ + apb,, m = ai+as+ -+ ad, n=
bi+b%+ -+ bi

I — p a1b1+a2b2+ + anbn
m —_= =
P m ai+as+ -+ a} &

I p a1b1+a2b2+ + anbn
n - — = =
P n b}+bZ+ -+ b2 2

Usando as regras de proporcionalidade apresentadas no item 1.3.5 escrevemos:
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p _ a1b1+a2b2+ + anbn _
m  a?tait--+ai h
a;b; ab,  apb,
a? a2 = aZ N
by by by
o a T a N
Da mesma forma, escrevemos,
P abitazbyt -+ anb,
n bi4bi++bz
a;by _azb,  axb,
b2 b2 g B

O que nos faz chegar ao caso particular da desigualdade de Cauchy-Schwarz:

al_az_ _an_
b, b, b, T

Disso concluimos que a teoria elementar dos nimeros juntamente com a
proporcionalidade pode fornecer uma prova para a restricdo de igualdade na desigualdade de
Cauchy-Schwarz.

111.2 DEMONSTRACAO DA DESIGUALDADE DE CAUCHY-SCHWARZ
POR UMA ABORDAGEM VETORIAL.

[11.2.1 Demonstracdo 1: Utilizando o angulo entre dois vetores e lei dos cossenos
para uma prova no R?.

Tomando por base os conhecimentos de Geometria Analitica dados em Steinbruch e
Winterle (1997) somos capazes de demonstrar a partir da Figura 6 abaixo a lei dos cossenos e
generaliza-la por meio do estudo dos vetores em duas dimens@es para chegar na desigualdade

de Cauchy-Schwarz no caso n = 2.
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Figura 6: Triangulo retangulo

Fonte: Autor, 2020

Organizando algumas regularidades algébricas sobre a figura 5 acima temos:
Ay ADC
b? = h? + m?

= h? = b%> —m? i

cosa = =
b

m=bcos«a ii

A, BDC
a’? = h?> + (c — m)?
a’?=h?>+c*>-2cm+m? iii

Substituindo i em iii temos:

a’?=b?-m?+c?-2cm+m?

a’? = b?+c?>—2cm

Substituindo ii,

a? = b? + ¢? — 2bc cos a lei dos cossenos

Ampliando nossos conceitos, visualizamos na Figura 7.



Figura 7: Triangulo OEF
¥

Fonte: Autor, 2020

Aplicando a lei dos cossenos no triangulo OEF temos:

d(E,F)? =d(0,E)? +d(0,F)* — 2(d(0,E) .d(0,F)) cos a

(a—c)?+(d—-b)*=(c?>+d? + (a® + b?) —2(\/c2 +d2).(\/a2 +b2)cosa

a? —2ac + c? +d? — 2db + b? = ¢? + d? + a® + b? — 2(/(c? + d?). (a? + b?)) cosa

—2ac — 2bd = —2(+/(c? + d?).(a? + b?)) cosa

—2(ac+ bd) = —2( \/(cz + d?).(a? + b?)) cosa

(ac + bd) = (/(c? + d?).(a? + b?)) cosa
(ac + bd)

cosa =
J(c? +d?). (a? + b?)
2
5 (ac + bd)
cos’*a =
(\/(c2 + d?).(a? + bz))
, (ac + bd)?
cos’a =

(c? + d?).(a?% + b?)

Sabendo que |cos a| < 1, logo:

(ac + bd)? <1
(c2+d?).(a% + b2) —
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(ac + bd)? < (c? + d?).(a? + b?)
= (ac+ bd)? < (a* + b?).(c? + d?)
Desigualdade de Cauchy-Schwarz para o caso n = 2.
O caso particular da igualdade pode ser encontrado por meio do alinhamento de trés

pontos, ou seja, quando os pontos OEF da Figura 8 forem colineares. Assim precisamos
a b
encontrar - = —.
c d

Figura 8: Alinhamento de trés pontos OEF

¥

b

Fonte: Autor, 2020

Seja OEF colineares entdo:

c d 1
a b 1
0 0 1
Resolvendo o determinante encontramos,

det =0

bc—ad =0

bc = ad
Insolando a e b,

Se % = g, podemos partir da primeira parte
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Partindo da segunda também encontramos,
ad

£
d

QU

a

b:> - 1
d c d

[11.2.2 Demonstragéo 2: Utilizando produto interno.

Tomando por definicdo u e v vetores linearmente dependentes (LD), entdo existe por
combinacéo linear « eR/u = av, logo usando as propriedades do produto interno
apresentadas no item 1.3.4 temos:

[(u, v)| = Kav,v)| =

lal(v,v) = laly(w, v){v,v) =

\/az(v, v)\/(v, v) = \/a(av,v)\/(v,v) =

\/a(v, av)\/(v, v) = \/(av, av)\/(v, v) =

Vi ul(w,v) = llullliv]

= [(w, )| = lulll[v]l

Geometricamente temos 0s vetores u e v no plano XY na Figura 9 abaixo.

Figura 9: Representacdo geométrica dos vetores u e v linearmente dependentes.

Y

Fonte: Autor, 2020
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Isso valida nossa primeira parte da demonstragéo.
Agora, se u e v ndo forem linearmente dependentes, entdo V a R temos que u +
av # ey, de modo que (u + av,u + av) > 0. Dessa forma, podemos escrever:
(u+av,u+ av) =
(u,u) + (u, av) + (av,u) + (av, av) =
(w,u) + 2a(u, av) + a?{v, v)
Como (u + av,u + av) > 0,temos uma inequacdo do segundo grau na incégnita «,
em que:
a’(v,v) + 2a{u, av) + {w,u) > 0
Por Delta menor que zero chegamos em,
2{u,v)? — 4v,v{u,u) <0
4(u, v)? — 4w, v, u,u) < 0
4{u,v)? < 4v,v){u,u)
(u,v)? < (v,v, {u, u)
Com u e v positivos, podemos tirar a raiz quadrada de ambos os lados da desigualdade

sem altera-la,

\/(u, V)2 < \/(v, v){u, u)
(v < (v, )y ()
[{u, v)| < [ullllvl|
Como ja provamos a igualdade logo escrevemos a desigualdade de Cauchy- Schwarz
como [(u, v)| < |[ull[[v]]
|
Com isso, temos suportes suficientes para mostrar geometricamente a desigualdade de
Cauchy-Schwarz em R?.
Utilizando os conceitos apresentados no item 1.3.4 temos u = (x1,y1) e v = (X3, ¥,)

entdo a distancia entre os vetores u e v como mostraa Figura 10 é d(u,v) = |[v —u| =

|(x2 —X1,Y2 _3’1)|-
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Figura 10: Representacao dos vetores u e v LI no plano cartesiano

1Y

angulo o

Fonte: Autor, 2020

Assim teremos |v — ul? = (x, — x;)% + (y, — y1)?
X2 = 2%, + x1% + y2 = 2y1y, + y4

x12 + xzz = 2(x1x3 + y1y2) + }’12 + }’22

= |lv—ul?=

= |lv—ul?=
Mas, |ul? = x2 +y.2 e |[v|? = x,2 2 i =
, = X" +) v|® = x% + y,% eassim (u, v) = (x1x; + Y1¥,)

Dessa forma, podemos reordenar os elementos e escrever,
= v —ul® = 0%+ y;1% = 2(x1%5 + y1¥2) + %% + ¥, °
= |lv—ul®*= |[ul?-2(uv)+ [v|*? i
Aplicando agora a lei dos cossenos no triangulo da figura 10 lei essa, demonstrada no
item 111.2.1, temos que como o vetor em vermelho € v — u podemos escrever,
lv —ul? = |ul?>+ |v|? = 2|ul||v| -cosa i

Comparando i e ii, temos,
|ul? — 2(u, v) + |v|? = |[ul? + |v|? = 2|ul|v| - cos a
= —2(u,v) = —=2|ul|v| - cosa
= (u,v) = |u||v|-cosa

Utilizando o mesmo argumento usando no item 111.2.1 quando foi provado a

desigualdade de Cauchy-Schwarz para o caso n = 2,

—1<cosa<l=|cosal<1
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Logo, (u, v) = |u||v| - cosa

= (u,v)? = |u]?|v|?- cos? a
ol o
|ul?|v|?

2
u,v
(u, v) <1
lul?|v]?
= [(u, v)|* < [ul?|v]?
= [(w,v) < |ullv]

Chegamos a mesma desigualdade de Cauchy-Schwarz interpretando a figura 10, logo
essa figura é uma representacdo geométrica para a desigualdade no R2.

Agora vamos mostrar que essa desigualdade possui uma representacéo no plano xyz
no R3, para que no capitulo seguinte possamos apresentar uma aplicacéo.

Sejam u = (x1,y4,21) € v = (x3,¥,,Z,), adistancia é calculada da mesma maneira
que no R?, sendo:

dw,v) =lv—ul = (x; —x1,¥2 = ¥1,22 — 21)

= [v—ul®>=(x, —x)* + (v, —y1)* + (2 — 21)?
= |lv—ul?=

xzz - lexz + x12 + y22 - 2y1y2 + y12 + Zzz - 22122 + le

= v —ul® =x% + 2,2 = 2001, + V1Yo + 212;) + Y12 + ¥R+ 217 + 2,7

= |[v—ul* = x.2 +y1% + 2.2 = 2(x105 + Y10 + 212,) + %7 4 y,° + 2,7

Assim, sendo os vetores u e v partindo da origem teremos, |u| = /x;2 + y;% + z,2 e

[v] = /x,2 + y,2 + 2,2 com isso pelas definigBes de produto interno (w, v) = x;x, + y1 v, +
Z1Z5.

Entédo, reescrevemos da seguinte forma,

v —ul® = |ul®* - 2(u, v) + |v|?
Seu = k-vsendo k € R, 0s vetores sdo linearmente dependentes, dessa forma, como
o0 angulo entre dois vetores pode ser obtido por i - ¥ = ||u]| - ||¥|| cos @, mas sendo que 0s

vetores u e v sdo LD, isso implica que o angulo entre eles é a = 0, i.e,

-

U = [d]l - |7]| cos

U
= u-v = |ul| - ||?]| cos 0

=u-v=[lull-|I7] -1
= u-v = [lull - 17
= [u, )| = [lullllv]

O que prova a igualdade em R3 para a desigualdade de Cauchy-Schwarz.
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Com o suporte do software Geogebra, graficamente na janela 3D teriamos a seguinte

imagem:

Figura 11: vetores LD no R®

Fonte: Autor, 2020

A imagem mostra que os vetores u e v sao multiplos um do outro, o que também ¢
interpretado como uma representacdo geomeétrica tridimensional da desigualdade de Cauchy-
Schwarz para o caso particular da igualdade.

Concluimos entdo pelas Figuras 7, 8, 10 e 11 que de forma algébrica e
geometricamente podemos interpretar a desigualdade de Cauchy-Schwarz no espaco vetorial
com intermédio do produto interno, pois este promove uma generalizacdo da desigualdade de
Cauchy-Schwarz quando associado a um par de vetores em R?ou R3 como mostra as Figuras
8e 1l eas Figuras 7 e 10.

Tal tratamento utilizado pela mudancga de registro semiotico entre as figuras viabiliza

melhor compreensdo de dependéncia linear.
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CAPITULO IV - APLICACOES DE DESIGUALDADES TRIVIAIS E DE CAUCHY-
SCHWARZ NO ENSINO MEDIO.

Como ja mencionado nesta investigacdo, as desigualdades ndo séo tdo trabalhadas no
ensino basico e muitas vezes nem sdo apresentadas.

Contudo muitos contetdos de matemética abrem a possibilidade para explorar esse
ramo. E é na educacao basica que o estudo das desigualdades matematicas ficam evidentes,
quando por exemplo se faz relacGes entre as médias: quadratica, aritmética, geométrica e
harmonica.

Além disso, sempre estdo presentes nas inequacdes seja de primeiro ou segundo grau,
problemas de otimizacdo e de maximos e minimos, comparacao entre areas, e também volumes.

Abaixo estdo dispostas algumas aplicacGes da desigualdade de Cauchy-Schwarz aqui

estudada.

Aplicacdo IV.1. (POTI) Encontre o valor maximo de,

T
@(x) = 3senx + 4cos x ,O<x<§

Tomando a desigualdade de Cauchy-Schwarz para 0 caso n = 2 apresentada no item
111.2.1 temos,
(a? 4+ b?) - (c¢? + d?) = (ac + bd)?
Dessa forma admitindo a = 3, b = 4, temos a seguinte desigualdade,

(32 4+ 42) - (sen®x + cos?x) = (3sen x + 4 cos x)?

= \/32 + 42 -\/senzx + cos?x = 3senx + 4 cosx
= V251 > 3sen x + 4 cos x
= 5>3senx+4cosx
Sendo assim, como a igualdade vale se, e somente se % = S, temos que,

3 4

sen x COS Xx

= 3cosx =4senx

senx 3
= = -
cosx 4
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AW

< tanx =

Aplicacao IV.2. Mostre que % > Jx-y
Partindo da desigualdade elementar (a — b)?> > 0V a,b € R, podemos considerar

a = Vxeb =,[/ycomx e y positivos teremos:

(Vx=¥) =0

VR - 2y + (5) 20
x—2Vx[y+y =0
x+y=2Vx\ly

Dividindo ambos os lados da desigualdade por 2,

Conhecendo as propriedades de radiciacdo escrevemos,

%Z,M-y

Aplicacéo 1V.3. Mostrar que / aith > asz

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz para o caso n = 2
(a>+b?)-(12+12)=>(a-1+b-1)?
(a® + b%) - (12 4+ 12) = (a + b)?
Dividindo ambos os lados da desigualdade por 4 temos,
(a2 +b?)-(12+1?) - (a+ b)2
2 >
(a® + bz) ( a+b >
- 2

) . 24+ p? +b
Extraindo a raiz de ambos os lados obtemos, /a > > aT

Isso mostra que a média quadratica é maior ou igual a média aritmética que por sua

vez é maior ou igual a média geométrica.
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Aplicacéo 1V.4. (Obmep-2016 nivel 3) Desigualdade de Cauchy-Schwarz para dois
termos via geometria.
1) Considere as duas imagens apresentadas na Figura 12, em que a, b, x, e y sdo

nameros reais positivos. Mostre que a segunda imagem possui maior area.

Figura 12: Comparacdo entre areas

Fonte: Obmep banco de questdes, 2016
Resolucéo:

Se pegarmos todos os paralelogramos com lados b e h, o retdngulo € o que possui

maior altura h em relacdo a base fixa b como mostra a Figura 13:

Figura 13: Resolucdo da aplicacdo 3

Fonte: Autor, 2020.
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Logo observando a figura e pela propriedade triangularonde a < b+ ¢,b < a +
¢,c < a + b. Dessa forma como cada triangulo pintado representa metade do paralelogramo,
entdo h’' < h, o que implica:
b-h" b-h

2 2
i) usando o resultado do item anterior, prove a desigualdade de Cauchy-Schwarz

para dois termos, descrita pela desigualdade a seguir:

ax + by < Va2 + b% - \/x% + y*

Analisando a primeira imagem da figura 10 temos que,

(a+y)-(b+x)S2-(12—b+2-%+\/az+b2-\/xz—|-y2

Dessa forma, fazendo distributiva e simplificando teremos,

ab + ax + by + xy < ab + xy + VaZ + b% - /x2 + y?

ax + by < VaZ + b%-\[x2 + y?

Aplicacdo IV.5. (POTI) Sejam a4, a,, ..., a,, NUMeros reais quaisquer. Mostre pela

desigualdade de Cauchy-Schwarz que:

(al + az + e + an>2 < (alz + a22 + b + anZ)

n n

Demonstracéo

Sendo a desigualdade de Cauchy-Schwarz (a;? + a2 + -+ ap?) - (b,* + b* +
w++by?) = (arhy + azby + -+ + ayb,)? podemos atribuir (b, + by + -+ + b,*) =
(12 + 12 + --- + 12) entdo reescrevemos a desigualdade como,

(> +a2++a,?) - (12+12+-+13)>(a;"1+a,- 1+ +a,- 1)?

(2 +a®+ - +ap,?) (12412 4+ +12) = (a; + ap + -+ + a,)?
Podemos ainda admitir (12 + 12 + -+ 1%) =n
(% + a2+ +a®) n=(a; +ay + -+ ay)?
Dividindo ambos os lados por n* ficamos com,

(> + a2+ +a,?)n - (a; +a; + -+ ay)?

n? n?

(12 + ay® + -+ a,?) - (a1 +a,+ -+ an)z

n n
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Se Prosseguissemos nesse raciocinio e extraissemos a raiz quadrada dos dois lados

obteriamos,

n n

\/(aﬂ ta? 4t an?) \/(al +a; ++ an)z

(@12 + a2 +-+ay?) _ay+a;+-+ay,
< =
n n
O que nada mais é do que a desigualdade entre as medias quadréatica e

aritméticaM Q > MA para o caso geral.

Aplicacgéo IV.6. (POTI) Sejam a4, a,, ..., a,, reais estritamente positivos. Mostre que
1 1 1 ,
(a1+a2+---+an)-(—+—+---+—) >n
a, az n
Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz em R™.
Dem.

1

. . . 1 1
Tomando duas sequencias iguais a (w/al,\/a_, vern] Qn ) e (EE Ja_n> e usando

a desigualdade pedida teremos:
2 2 4. 2 (Y 4 () oo (L)Z
(@7 + 6@+ (a)) () + () + -+ () )2
1414412
2 2 2 2
= (Cm e+ (o)) () (@) () ) 2
Dessa forma, quando anulamos a raiz quadrada com a poténcia 2 ficamos com,

1 1 1\ _
(a1+a2+-~~+an)-<a—+—+~--+—>Zn

Aplicacéo IV.7. (PI1C-2015) Mostre que (a + b) - (% + %) > 4V a, b estritamente
positivos.

Demonstragédo

47



Tomando dois termos e seus respectivos inversos (\/E, \/E) ( ) em seguida pela

va’' b
desigualdade de Cauchy-Schwarz teremos,

(@ + () () +(5) )= a+or

< (a+b)- ( )

= (a+b): (a b>>4

IV

Aplicacgéo 1V.8. (ENA-2019) Um triangulo retangulo ABC possui hipotenusa BC de
medida 6 cm. A maior area possivel em cm? para ABC é:

a) 9

b) V83

c) V87

d) 10

e) 12

Solucao:

Representamos o triangulo retangulo (Figura 14) para obtermos as relacdes:

Figura 14: triangulo retangulo

Fonte: Autor, 2020

A= aT'be a’ + b? = 62 = a? + b? = 36, sendo A érea do triangulo retangulo.

Como a > 0eb >0 podemos usar a desigualdade entre as médias aritmetica e
geométricas.

a+b

sz/%
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Usando a desigualdade entre as médias para dois niimeros a?e b teremos,

a’? + b?
=
2
a’? + b?
= > = \/? . \/ﬁ
a’? + b? S
> = a
Mas como a? + b% = 36 escrevemos a desigualdade como,

a? - b?

s , ab
Como a area e aT, temos,

Dessa forma, concluimos que a maior area possivel é igual a 9.

Aplicacdo I1V.9. (ENA-2007) Quantos nameros inteiros satisfazem a inequacao
2x—-1)-(2x+1)<997?
a) 8
b) 9
c) 10
d)y 11
e) 12
Resolucao:
Qx—-1(2x+1) <99
4x% 4+ 2x —2x —1 <99
4x% —1<99
4x? < 100
x? < 25
-5<x<5

Graficamente temos como mostra Figura 15.

49



Figura 15: Imagem gréfica da inequacéo

¥
10

Fonte: Autor, 2020

Logo temos como resultado todos os ndmeros inteiros entre —5 e 5. Assim temos

—4,-3,-2,—1,0,1, 2, 3, 4. Dessa forma 9 resultados possiveis.

a+b+c+d+e=38

Aplicacdo IV.10. (POTI) Sendo a, b, ¢, d, e € R {a2 PR RN

Qual o valor maximo de e?

Considerando as sequencias (a+b +c+d)e (1+ 1+ 1+ 1), pela desigualdade de
Cauchy-Schwarz temos,
(a2+b?>+c?2+d>)-(12+124+12+1®)=(a"1+b-1+c-1+d-1)*

= (a®>+b*+c?+d*> - 4=>(a+b+c+d)?
Dividindo ambos os lados por 4 sem alteragdo na desigualdade,

(a+b+c+d)?
4

= (a?+b?>+c?+d* =
=4(@*+b*+c?*+d)=(a+b+c+d)?
Masa+b+c+d=8—eea?+b?+c?+d? =16 — e?, entdo substituindo na

desigualdade teremos,
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4(16 —e?) > (8 —e)?
= 64 — 4e? > 64 — 16¢e + €*
= —5e?2+16e >0
Resolvendo a inequagéo ficamos com,
e(-5e+16) >0 = e=0

—5e+16=0

Aigualdadeévéllidasea=b=c=d,entf§10a+b+c+d=8—eparae=15—6

logo:

g 16_ 24
5 5

Comoa=b=c=d=W,assim4W = ? =W = § , entdo, para a segunda parte

do sistema, substituimos o valor de e e verificamos,

<6>2+<6>2+<6>2+<6>2+<16> 36 36 36 36 256 144+256
5 5 5 5 5 ittt s T T

=16

16 _ . . P . 16
Isso mostra que para e = —a igualdade do sistema e validae como 0 < e < -0 valor

;o - ;- 16
maximo para e € justamente 5

Aplicacdo IV.11. Entre todos os triangulos retangulos de catetos a e b e hipotenusa ¢
fixada, o que tem maior soma dos catetos s = a + b € o triangulo isosceles.

Solucdo:
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Senso s?2 = (a + b)?> = (a-1+ b-1)?%, podemos aplicar a desigualdade de Cauchy-
Schwarz nas sequencias (a, b) e (1,1), entéo,
(a® +b%) - (12 +1%) = (a + b)?
= (a®> +b?)-2>s?
No triangulo retdngulo mencionado c¢? = a? + b* entéo,
c?-2>s?
= 5 <+/2c2 =cV2

e . b
O valor méximo é quando ocorre a igualdade de % =7

Nesse caso s = cv2 e a = b. Logo, temos um triangulo retangulo isésceles.
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, foi apresentado um escolio vetorial da desigualdade de Cauchy-
Schwarz por meio de demonstracdes, conceitos e propriedades do espaco vetorial. As
analises foram feitas de forma clara e concisa fundamentadas em lezzi (2003), Steinbruch
e Winterle (1997) e Lima (2005).

Ao longo do nosso trabalho, apresentamos variados tipos de desigualdades e
alguns modelos para a resolucdo destas. Mostramos ainda que o estudo dos vetores
fornece uma demonstragdo no campo algébrico e geométrico a desigualdade de Cauchy-
Schwarz, fato esse mostrado em R? e R3 comparando o alinhamento de trés pontos no

plano e no espacgo com as defini¢des de vetores LI e LD.

Essa mudanca de registro semiotico possibilita melhor fixacdo de conceitos
geométricos e vetoriais como a existéncia de relacdes entre diagonal, superficie total e

volume de um paralelepipedo.

Além disso, as aplicacdes da desigualdade de Cauchy-Schwarz mostram que esta
desigualdade pode ser trabalhada no Ensino Médio preparando ou ndo os estudantes para
olimpiadas de matemaética. Temos ainda que, as aplicacGes retratam a importancia de criar
desafios aos estudantes, instigando sua capacidade de raciocinio l6gico, pois estudar
desigualdades matematicas nao se trata de resolver contas rapidamente, mas sim de criar

processos de resolucéo.

Através deste trabalho, fomos capazes de utilizar variados conhecimentos de
matematica, acarretando aprimoramento e descobertas que servirdo de suporte para

pesquisas futuras sobre essa tematica e aplicacdes em diversas areas do conhecimento.

Com isso, acreditamos que esta investigacdo ira auxiliar docentes e discentes, para

despertar o desejo de buscar a criticidade no estudo das desigualdades matematicas.
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